K. RIBNIKOV 


ANALISIS COMBINATORIO 


Análisis combinatorio 


K.A.PriGmixon 


BBEJUEHALE 
B KOMBUHATOPHDIV AHAJIM3 


Manarenserno MOcKoBcKoro yiunepentera 


K. RIBNIKOV 


Analisis 
combinatorio 


“Traducido del ruso por K.Medkov 


Impreso en ta URSS 


Ha wcnanckom assie 


ISBN 5-03-000610-9 © Manaremscrao Mocxoscroro yunsepciwtera, 1985 
© traducido al español, editorial Mir, 1988 


ÍNDICE 


Prólogo 
Capítulo 1. Fundamentos teóricos del análisis combinatorio 
1.1, Qué se estudia en el análisis combinatorio y qué clase de problemas 
se resuelven 
12, Conocimientos indispensables de la icoría de los conjuntos y del 
álgebra 
1.3. Muestras y ordenaciones 
1.4. Distribuciones y llenados 
1.5. Sistemas de conjuntos 
Capítulo 2, Funciones generatrices 
2.1. Fundamentos del método de funciones generatrices 
2.2. Tipos de funciones generatrices y de numeradores 
2.3. Aparato operacional del método de funciones generatrices 
2.4. Sobre las aplicaciones del método de funciones generatrices 
2,5, Teoría de Redfield-Polya 
Capítulo 3. Métodos lógicos 
3.4, Método de inclusiones y exclusiones 
3.2. Sistemas de representantes de los conjuntos 
3.3. Principios de la teoria de Ramsey 
Capítulo 4, Aparato tabular de matriz del aná 
istemas de incidencia y matrices especiales 
4 E Rectángulos y cuadrados latinos 
43. Bloque-esquemas 
44. Permanentes 
Capítulo 5. Medios geométricos y gráficos 
5.1, Evidencia en las interpretaciones de los sistemas discretos 
5.2. Ideas geométricas finitas 
5.3. Sobre los grafos 
Capítulo 6. Métodos de resolución de los problemas extremales 
6.1. Planteamiento de los problemas combinatorios extremales y accesos a 
su resolución 
6.2, Método de ramificaciones y restricciones” 
6.3. Métodos heurísticos 
6.4. Optimización en los grafos 
6.5. Flujos en las redes 
Capítulo 7. Métodos probabilísticos en el análisis combinatorio 
7.4. Ejemplos de aplicación de los métodos probabilísticos 
72, Problemas de planificación del experimento 
7,3, Método de entropía 
7.4, Método de balance aleatorio 
7.5. Sistemas separadores de subconjuntos 
Capítulo 8. Análisis combinatorio en los conjuntos parcialmente 
ordenados 
8.1. Conjuntos parcialmente ordenados 
82. Resículos 
8.3. Funciones de incidencia e mversión de Moebius 
8.4. Matroides 
Bibliografía 
Índice alfabético de materias 


combinatorio 


PRÓLOGO 


En el presente libro se examinan los métodos matemáticos de investiga- 
ción de los sistemas discretos. Esta clase de sistemas ocupan un notable 
lugar en la actividad de la gente y existe una diversidad de tipos difícil 
de examinar (circuitos eléctricos, flujos de transporte e información, siste- 
mas de organización de la producción, tablas, grafos, razonamientos lógi- 
cos, etc). 

Pese a que el carácter específico y heterogéneo de los sistemas discretos 
aparenta ser insuperable, éstos tienen en sus fundamentos mucho de co- 
mún, Esto se manifiesta con toda evidencia en la semejanza e, incluso, en 
la coincidencia de los modelos matemáticos que se introducen al resolver 
problemas de carácter discreto. 

Las amplias clases de los sistemas discretos se analizan en nuestro libro 
como partes de una teoría única. Dentro de los márgenes de dicha teoría 
(que históricamente conserva su nombre de análisis combinatorio) las clases 
citadas ocupan su lugar en dependencia de cómo se interpretan sus entes, 
qué problemas se estudian y cuáles son los métodos que se eligen para resol- 
verlos. Tal exposición, como muestra Ja experiencia, facilita el estudio del 
análisis combinatorio y atribuye a esta parte de las matemáticas los rasgos 
necesarios de universalidad, tanto teórica como práctica, 

Para que el lector obtenga una mejor orientación en la moderna teoría 
combinatoria general, el capítulo ocho del libro, escrito en colaboración 
con A.M.Reviakin, contiene material referente a la aplicación de problemas 
y métodos del análisis combinatorio a los conjuntos de naturaleza lo más 
amplia posible. 

Resta por añadir que el autor expresa su más profundo agradecimiento 
a sus discípulos y colegas que prestaron una valiosa cooperación, y muy 
especialmente a A.M.Reviakin, quien ayudó activamente al autor en el pro- 
ceso de preparación de la versión española del libro. 

El autor quedará agradecido por las observaciones de los lectores. 


CAPÍTULO I FUNDAMENTOS TEÓRICOS 
DEL ANÁLISIS COMBINATORIO 


En este capítulo se dan explicaciones que tienen por fin permitir al lec- 
tor la formación de nociones elementales sobre el análisis combinatorio 
(combinatoria). Se trata de los objetos que se estudian en el análisis combi- 
natorio (considerado como una asignatura) y de los problemas que en este 
caso se plantean y se resuelven. Además, se introducen los conceptos princi- 
pales, operaciones y simbolismo. Por fin, se explican los procedimientos 
aplicados en ta resolución de los problemas combinatorios no complejos 
que se plantean tanto en la teoría como en la práctica. 
14. QUÉ SE ESTUDIA EN EL ANÁLISIS COMBINATORIO 
Y QUÉ CLASE DE PROBLEMAS SE RESUELVEN 


Enunciemos, para iniciar, unos cuantos problemas, Harémoslo para que 
el lector perciba intuitivamente el carácter combinatorio de dichos proble- 
mas y esté mejor preparado para poder asimilar las formulaciones 
generales. 

a) Uno que ha terminado la enseñanza media y aspira a ingresar en 
la Universidad tiene que aprobar cuatro exámenes, siendo el sistema de cali- 
ficación de cinco puntos. Para ingresar es suficiente obtener 17 puntos. 
¿Cuántas son las combinaciones que le permiten aprobar los exámenes (por 
supuesto, sin sacar ni un solo mat? 

b) ¿Cómo se debe buscar el itinerario más corto para un cartero o un 
operador cinematográfico que atienden un número dado de poblados? La 
distancia entre cada par de poblados se conoce. A 

c) ¿Qué número de reinas o de otras piezas de ajedrez es suficiente para 
que ellas mantengan bajo amenaza todas las casillas del tablero de ajedrez 
y.no se puedan comer una a la otra? ¿Cuántas son las combinaciones de 
su colocación? 

d) ¿ En cuántas partes dividen un espacio # planos, si de cuatro cual- 
quiera de ellos ninguno pasa por un mismo punto, de tres, ninguno pasa 
por una misma recta y de dos, ninguno es paralelo, mientras que cuales- 
quiera tres planos tienen un punto comú 

Los problemas de esta índole son semejantes por el hecho de que, en 
primer lugar, en ellos se estudian los conjuntos discretos (compuestos de 
elementos separados, aislados). En la mayoría de los casos los conjuntos 
mencionados son finitos. Tampoco se excluyen del análisis combinatorio 
los conjuntos infinitos, compuestos por un número infinitamente grande 
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de clementos, siempre que haya una información suficiente sobre las pecu- 
liaridades estructurales de estos últimos conjuntos. La estructura de los 
conjuntos discretos puede ser muy compleja en función de las relaciones 
y razones existentes entre ellos. La primera principal tarea del análisis com- 
binatorio consiste en estudiar tales estructuras discretas y expresar sus pro- 
piedades empleando los métodos adoptados en las matemáticas (analíticos, 
gráficos, tabulares y geométricos). 

Sobre los conjuntos discretos se realizan operaciones, Algunas de ellas 
originan el cambio de la estructura de los conjuntos, otras modifican la 
composición de éstos. Como operaciones más simples del primer tipo inter- 
vienen las permutaciones habituales de clementos, y del segundo tipo, la 
separación de los subconjuntos de elementos, o, como suele decirse, sus 
muestras. Como regla, al resolver los problemas, las operaciones se aplican 
más de una vez (reiteradamente) y, además, en las combinaciones más diver- 
sas, cuando vienen impuestas diferentes condiciones. Esto es una razón por 
la que se prestan posibilidades prácticamente inagotables de crear construc- 
ciones discretas, las cuales se denominan frecuentemente configuraciones 
(a veces, configuraciones combinatorias). 

Según sean el carácter del objeto de investigación y las operaciones a 
introducir, se determina la totalidad específica de los problemas que se re- 
suelven mediante el análisis combinatorio. Los más antiguos son problemas 
sobre el número de construcciones discretas que satisfacen las condiciones 
planteadas. Los métodos de su resolución han recibido el nombre de proble- 
mas enumerativos. Además de los problemas de tipo enumerativo, en el 
análisis combinatorio se estudian cuestiones de existencia o no existencia 
de una configuración que satisfaga las condiciones prefijadas, se buscan 
algoritmos de construcción de las configuraciones, como también las cues- 
tiones de selección en una totalidad dada de tales configuraciones o algorit- 
mos que posean, en un mayor o menor grado, las propiedades elegidas 
(problemas y métodos de opi ción). 

EJ análisis combinatorio está asociado con muchos apartados de lus 
matemáticas e incluso tiene partes comunes correlacionadas. Efectivamen- 
te, los elementos de los razonamientos combinatorios surgieron en tiempos 
remotos, antiguamente, en la aurora de la formación de las ciencias mate- 
máticas. No obstante, en el transcurso de la historia estos elementos se dc- 
sarrollaban junto con otras partes de las matemáticas, integrando en diver- 
sos casos la composición de éstas. No es difícil ver que en una serie de 
ramas de las matemáticas modernas (teoría de los números, álgebra, geo- 
metria, lógica matemática y otras) muchos conceptos y métodos fundamen- 
tales tienen naturaleza discreta y poseen conexiones estables. Esto permite 
estudiar los problemas del análisis combinatorio en diferentes interpreta- 
ciones, investigar problemas, que a primera vista parecen tener diferente 
naturaleza, desde un punto de vista único que corresponda del modo más 
conveniente a la esencia del problema. 
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Hoy día las posibilidades de los métodos discretos de investigación 
aumentaron muy bruscamente. Ha crecido también la importancia de estos 
métodos. A la par con la teoría combinatoria general formada histórica- 
mente (análisis combinatorio) existen en las matemáticas modernas: la teo- 
ría de los grafos y de los hipergrafos, geometría de los números, análisis 
discreto y análisis finito, investigación de operaciones, etc. En los libros 
y artículos se consideran ciertas clases de problemas, lo que es testimonio 
de amplia ramificación y riqueza de las investigaciones combinatorias. 

La tarca de este libro consiste en exponer el análisis combinatorío como 
una teoría matemática de investigaciones de los conjuntos discretos en sus 
diferentes interpretaciones, teniendo presonte que dicha teoria está basada 
en principios únicos, es suficientemente rica en lo que se refiere a los méto- 
dos que se emplean y puede servir de base teórica general para los métodos 
discretos de investigación en las matemáticas. 


1,2, CONOCIMIENTOS INDISPENSABLES DE LA TEORÍA 
DE LOS CONJUNTOS Y DEL ÁLGEBRA 


La información que se incluye en este párrafo del libro se destina para 
describir las propiedades de los objetos que se estudian en cl análisis combi- 
natorio, las operaciones que se realizan sobre ellos y para introducir un 
simbolismo uniforme, Las definiciones, los términos y los símbolos se clì- 
gen, por regla, de los que son de uso general en las matemáticas. La intro- 
ducción de ellos será paulatina. 

El concepto principal es el de conjunto. No damos definición de este 
concepto debido a una tautología inevitable. Todos los conjuntos que se 
analizan en el libro (si no hay referencias a una precisión especial) son 
discretos y finitos. Los conjuntos se designarán mediante letras mayúsculas 
latinas A, B, ..., y los elementos de los conjuntos, mediante letras mimiscu- 
las a, b, ... . Escribiremos a€A, si el clemento a pertenece al conjunto A, 
y agA, si a no pertenece al conjunto A. Se denomina subconjaunto A del 
conjunto S(AS S) cualquier conjunto cuyos elementos pertenecen todos 
a S. En otras palabras, ASS, si de a€A se deduce que ags. Los conjuntos 
A y B coinciden o son iguales (4 = B), si están compuestos por unos mis- 
mos elementos. Dicho de otro modo, A = B, cuando y sólo cuando AS 3B 
y BSA. Si ASB, pero A # B, suele decirse que A es un subconjunto pro- 
pio del conjunto B, y se escribe: ACB. 

Los conjuntos, al igual que los subconjuntos, pueden introducirse y de- 
signarse mediante diferentes métodos. Por ejemplo, un subconjunto A del 
conjunto $ se define frecuentemente como conjunto de todos los elementos 
a€S que poseen cierta propiedad bien determinada. Si designamos esta pro- 
piedad mediante P(a), la definición de A puede escribirse simbólicamente 
así: A = (a€S | P(a)), o bien (simplemente) A = [a | P(a)]. Estas inscrip- 
ciones se leen del modo siguiente: A es un conjunto de todos los elementos 
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a det conjunto $, ra los cuales resulta válida la condición P(a)”. Por 
ejemplo, la inscripción A = [a] agN y a = 2b para cierto beN), donde 
N es un conjunto de números naturales, describe el conjunto de todos los 
números positivos pares. 

Introduzcamos el símbolo (2% para designar con él un conjunto vacío, 
es decir, conjunto sin elementos. Es evidente que cualquier conjunto con- 
tiene en calidad de subconjunto un conjunto vacío, Por P(S) designaremos 
un conjunto de todos los subconjuntos del conjunto S, el cual contiene, 
en calidad de clementos, todos los subconjuntos propios A que satisfacen 
la condición ØCACS, como también el conjunto vacío Ø y el mismo 
conjunto S. Por ejemplo, si S = (a, b, c}, entonces P(S) contiene, además 
de Ø y S, seis subconjuntos propios (a), (b), (c), ta, b), (a, c}, tò, 
c}. En general, si S se compone de n diferentes elementos, entonces P(S) 
contiene 2" diferentes subconjuntos. Por eso, en la literatura matemática 
P(S) se denota también con 2. 

Diremos que está dada la aplicación p del conjunto A en el conjunto 
B, si a todo elemento del conjunto A se le ha puesto en correspondencia 
cierto elemento del conjunto B. Para designar la aplicación ø de A en B, 
haremos uso del símbolo p: AB. Si atA, entonces el elemento de B, 
que se le ha puesto en correspondencia al elemento a, se designa mediante 
pta) y se denomina imagen del elemento a en la aplicación y. Si DEB, en~ 
tonces cualquier elemento a de A, para el cual se verifica la igualdad 
b = (a), se llama preimagen (imagen reciproca) del elemento b. El conjun- 
to A lleva el nombre de origen de la aplicación ø, y el conjunto B es el 
fin de la aplicación citada. Por supuesto, cada elemento del origen de Ja 
aplicación p tiene exactamente una sola imagen. No obstante, no todo ele- 
mento del fin de dicha aplicación tiene necesariamente una preimagen. Por 
otra parte, el fin de una aplicación puede contener elementos que cuentan 
con varias preimágenes. Un subconjunto del fin de la aplicación p com- 
puesto por todos los elementos suyos que tienen preimagen, O bien, lo que 
es lo mismo, que se representan en la forma p(a) para cierto a€A, se deno- 
mina imagen de la aplicación p y se designa Im p. Para un conjunto finito 
A = (41, az, =, An) se emplea con frecuencia la inscripción de la aplicación 
y: A=B en forma de dos filas, a saber 


an ( a a an 
PE Neta) plo) lan)” 

Dos aplicaciones pı : Ar+B,; pz : Az Bz se consideran iguales, si 
Ar = Ar, Bi = Br, y pila) = g(a) para cualesquiera a¢A,. La aplicación 
p” : A'— Bes una contracción sobre A* de la aplicación p : A=»B, siempre 
que AGA y p"(a) = pla) para todo aca”. 

La aplicación y : A~ B leva el nombre de encaje (inmersión), si cada 
elemento de B tiene no más de una preimagen, es decir, p(a) = p(b) lleva 
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consigo a = b. Si cada elemento de B tiene al menos una preimagen, o 
bien, con otras palabras, Imp = B, la aplicación p se denomina superposi- 
ción. Una superposición y : A— B se llama también aplicación de A sobre 
B. Una aplicación que representa a la vez un encaje y una superposición 
se denomina biunívoca (biyectiva). 

Si A = B, la aplicación biunívoca ø : AA se llama sustitución. 

Los conjuntos pueden ser finitos (es decir, compuestos por un número 
finito de elementos) e infinitos. El número de elementos en un conjunto 
A recibe el nombre de potencia del conjunto A y se designa con | 4]. 
Se dice que los conjuntos A y B son equipotentes, si existe una aplicación 
biunívoca y : AB. Evidentemente, dos conjuntos finitos son equipoten- 
tes, cuando y sólo cuando contienen ambos un número igual de elementos. 
Denominaremos n-conjunto a todo conjunto finito A tal que | 4] =n. 
Los conjuntos infinitos pueden ser equipotentes a alguno de sus subconjun- 
tos; por ejemplo, el conjunto de los números naturales es equipotente al 
conjunto de los números positivos pares y al conjunto de sus cuadrados. 
Entre los conjuntos infinitos se destinguen los conjuntos numerables e in- 
numerables. Se llama numerable todo conjunto infinito que sea equipotente 
con el conjunto de números naturales. En adelante, cuando se trate de con- 
juntos infinitos, éstos se considerarán numerables. 

Definamos ciertas operaciones que se realizan en el conjunto P(S). 

Se llama unión (reunión o suma) AUB de los conjuntos A y B el conjun- 
to de todos los elementos pertenecientes o bien a A, o bien a B (o bien 
a A y B simultáneamente): 


AU B = (acS | atA, o bien a€B). 


Se llama intersección ( o producto) AMB de los conjuntos A y B el 
conjunto de todos los elementos pertenecientes tanto a A, como a B: 


ANB = [aeS|atA y a€B)]. 
De un modo análogo se definen las uniones e intersecciones de un siste- 


ma arbitrario (incluido el infinito) de conjuntos. 
Se llama complemento del conjunto A el conjunto 


A= |a € S|a¢ A}. 
Se llama diferencia de los conjuntos A y B el conjunto A\B = 


= (ae S|a € A y af B). Es evidente que ANB = AN B. 
Se llama diferencia simétrica de los conjuntos A y B el conjunto 


AAB = (AU BI MAN B) = (ANB) U (BNA). 


El conjunto P(S) con las operaciones de unión, intersección y de 
complemento definidas sobre él recibe el nombre de booleano. Quedan váli- 
das en este caso las siguientes leyes algebraicas: 


n 


1I ANA =A; AUA=A (idempotencia); 
2 ANB=BNA; AUB=BUA (conmutatividad); 
3. AN (BAC) = (ANB)INC; A U (BU C) = (4) U Clasociatividad); 
4. A N (A U B) = A U (A N B) = A (absorción); 
5. Si ASC, se tiene AU(BNC)=(4UB)NC (modularidad); 
6. A N (B U ©) = (A N B) U (4 N O); 
AV(BNC)=(AUB)IN(AUC) (distributividad); 
TAND=D;AUD=4; (fronteras universales); 


(complementariedad); 


(leyes de De Morgan). 


Si ANB = Ø, entonces A y B se llaman conjuntos disjuntos. La repre- 
sentación del conjunto S en forma de una unión de los subconjuntos disjun- 
tos dos a dos recibe el nombre de partición del conjunto S. En otras pa- 


k 

labras, Ai, Az, ==, Ax es una partición del conjunto S, si S= UAn y 
asi 

ANA; = Ø para cualesquiera / * j. Una totalidad de todos los pares orde- 


nados (a, b) tales que a € A, b € B, se denomina producto directo (carte- 
siano) de los conjuntos A y B y se designa por A X B, es decir, 


AXB=(a b)|a é A, be B). 


Si A = B, el producto directo A x A se denota con A?. Análogamente se 
determina el producto directo de k conjuntos: 


Ai X AX Xx Ar = (0, 02, 


a, ax) | 21 € Ar, 02 € Az, +00, ak € Ax), 


y, al coincidir los conjuntos, tenemos: A* = A X A X == X A. 
Enunciemos las reglas evidentes que yacen en la base de muchos cálcu- 
los y estimaciones combinatorios. i 
Regla de la suma. Si S es un conjunto finito y S= UA, donde 
izi 


Ai € P(S), i = 1, 2, ==, k, entonces 
x £ 
Is| = [UA] < lal, 
izi a 


con la particularidad de que la igualdad tiene lugar cuando 41, Az, «. 
~ Ax forman una partición del conjunto S$. 
Regla del producto. Para los conjuntos finitos 41, 42, ..., Ax tenemos 


x 
|A x Ax... xA = II 14:1- 
izi 
Llamemos correspondencia binaria entre los conjuntos A y B cualquier 
subconjunto ASA X B. Si (a, b)€a, suele decirse que a se encuentra en 
12 


Fig.l. D ú 


relación æ respecto a b, y esto se expresa en la forma aab. La noción de 
correspondencia binaria entre A y B sirve de generalización del concepto 
de la aplicación p : 4—>B. En efecto, cada aplicación p : A—B define la 
correspondencia binaria a, entre A y B: la expresión aap significa que 
b = p(a). Viceversa, sca dada una correspondencia binaria a entre los con- 
juntos A y B. Analicemos para todo aA el conjunto de todos los beB 
que se caracteriza por la propiedad aab. Dicha correspondencia define la 
aplicación p : AB, cuando y sólo cuando para todo a€A existe exacta- 
mente un solo elemento bEB que se caracteriza por las propiedades amb. 
Así pues, la noción de correspondencia binaria incluye el concepto de apli- 
cación como un caso particular (muy importante). 

Cuando A = B, la correspondencia binaria g£ 4 x A lleva el nombre 
de relación binaria en el conjunto A. Son ejemplos de relación binaria la 
relación de igualdad A = ((a, a)| a € A), llamada diagonal del conjunto 
A, y la relación que coincide con todo el conjunto A x A, denominada 
relación unidad, 

A una relación binaria q sobre el conjunto finito A se le puede poner 
en correspondencia un ente geométrico llamado grafo orientado o diagra- 
ma. A todo elemento a € A se le pone en correspondencia un punto en 
el plano que lleva el nombre de vértice. Si para a y b tenemos agb, los 
puntos marcados con a y b se unen por una flecha que parte de a y llega 
a b y que se denomina arco. La totalidad de vértices y arcos construidos 
del modo mencionado representan el diagrama (A, q) de la relación o. 
En la fig. 1.1 se exponen los diagramas P(A, A) y P(A, /), respectivamente, 
donde A =(0, b c), I1=AXxA. 

Sea A” un subconjunto no vacío del conjunto A, sobre el cual viene 
dada la relación binaria g: de la relación q” en A”, definida mediante la 
condición 


ag'b = agb para cualesquiera a, b € A”, 


se dice que ella está inducida mediante la relación q. 

Formulemos las propiedades que pueden tener las relaciones binarias. 
Una relación y se denomina reflexiva, si aga para todo a € A. Dicho de 
otro modo, una relación es reflexiva, siempre que AG q. Si la expresión 
agb lleva consigo bea, la relación ọ se llama simétrica. En cambio, si agb 
y bea tienen por resultado a = b, la relación q se llama antisiméfrica, Una 
relación q se llama transitiva, si agb y bgc conducen a agc. No es difícil 
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convencerse de que la diagonal posee todas las cuatro propiedades citadas, 
mientras que la relación unidad tiene todas estas propiedades, a excepción 
de la antisimetría. Pero, si A se compone sólo de un elemento, la relación 
unidad coincide con la diagonal. 

Se denomina clase contigua de la relación binaria e, definida por un 
elemento a € A, el conjunto de todos los elementos b € A tales que boa. 

La relación binaria o en el conjunto A se llama relación de equivalencia, 
si us reflexiva, simétrica y transitiva a la vez. Las relaciones de equivalencia 
son de gran importancia en el análisis combinatorio, puesto que están 
estrechamente ligadas con las particiones de los conjuntos. Efectivamente, 
puede demostrarse con facilidad que una totalidad de clases contiguas de 
relaciones de equivalencia sobre un conjunto $ representa la partición de 
este último y que a toda partición del conjunto S le corresponde la relación 
de equivalencia g, cuyas clases coinciden con los bloques de la partición 
indicada (la afirmación agb tiene lugar, si y sólo si a y b pertenecen a 
un mismo subconjunto de la partición del conjunto S). 

Una relación binaria e sobre el conjunto A se denomina relación de 
orden parcial, si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. La relación de orden 
parcial se denotará con el símbolo <. La notación a > b significa que 
b < a. A veces diremos que A (o bien (A, <)) es un conjunto parcialmente 
ordenado, suponiendo que la relación de orden parcial ya es conocida (esta 
afirmación, sin embargo, no es bien correcta, por cuanto en un solo conjun= 
to pueden fijarse órdenes diferentes). 

Un conjunto parcialmente ordenado se denomina trivial, siempre que 

a < b, cuando y sólo cuando a = b. Un conjunto parcialmente ordenado 
(A, <), que posce la propiedad de que para cualesquiera a, b € A se verifica 
o bien æ < b, o bien b < a, lieva el nombre de cadena (lo llaman también 
conjunto linealmente ordenado). 
Recordemos, además, algunos conceptos algebraicos que nos harán fal- 
ulteriormente. Se denomina operació:: binaria sobre el conjunto A la 
aplicación f : AX AA. Si fa, b) = c, donde a, b, c € A, se escribe 
a"b = c. Una operación binaria se llama asociativa, si para cualesquiera 
a, b, c & A: 


(a+b) +c = abec). 
Si una operación binaria satisface la condición 
asb 


bsa 


para cualesquiera a, b € A, se denomina conmutativa. El elemento e&A 
se denomina elemento unidad (ciemento neutro) respecto de la operación 
+, si para todo a € A: 


ase = esa =a. 


Si tal elemento existe, es único. Supongamos que un conjunto A con opera; 
ción prefijada posee un elemento unidad e. En este caso el elemento a” 
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se denomina inverso (o simétrico) del elemento atA con relación a dicha 
operación, siempre que aea”' = a” lea = e. El conjunto A con operación 
binaria +, en el cual las ecuaciones a»x = b, e yea = b son resolubles univo- 
camente respecto de x e y para cualesquiera a, b£A se llama casi grupo. 
Un conjunto no vacío A, sobre el cual viene definida la operación binaria 
asociativa, recibe el nombre de semigrupo. Si la operación es conmutativa, 
el semigrupo se llama abelíano. Un semigrupo, en el que existe un elemento 
unidad y para cada clemento existe uno inverso, se denomina grupo, El 
número de elementos en el grupo se llama orden del grupo. Un grupo cuyos 
elementos son todos la potencia de un elemento a (es decir, pueden obtener- 
se por la aplicación sucesiva de la operación, empleando un mismo elemen- 
to a distinto del elemento neutro) se llama cíclico. Los grupos cíclicos son 
siempre abelianos. 

Sean A y Blos grupos finitos de órdenes arbitrarios con las operaciones 
binarias + y», respectivamente, y supongamos que p: A— B es una aplica- 
ción, con la cual para cualesquiera a, a” € A se verifica la igualdad 


plasa’) = pla) pla”), 


Tal aplicación y se llama homomorfismo del grupo A en el grupo B. Si 
y es una aplicación biunivoca, el homomorfismo recibe el nombre de 
isomorfismo. 

Ejemplo. Un conjunto de sustituciones p : X=X forma un grupo, si 
la operación e se define como resultado de la actuación sucesiva de dos 
sustituciones, es decir p+y = x, donde Vx € X : m(x) = Wle(x)). Dicho gru- 
po lleva el nombre de grupo simétrico de potencia n = |X|. Es fácil 
mostrar que todos los grupos simétricos de un mismo orden son isomorfos. 
Observemos que los grupos simétricos no son abelianos cuando n > 3. 

Si en un subconjunto BGA el resultado de una operación de dos cuales- 
quiera elementos de B pertenece también a B, suele decirse que B está cerra- 
do respecto de la operación dada. Se llama subgrupo a un subconjunto 
no vacío del grupo que está cerrado respecto de la operación binaria y que 
para cada elemento contiene un-elemento inverso. 

Un conjunto A con dos operaciones binarias +y+ se denomina anillo, 
siempre que forma un grupo abeliano respecto de la operación+, un sc- 
migrupo respecto de la operación», y sie es distributiva respecto de la 
operación+, es decir, si para cualesquiera a, b, ceA se tiene 

(a + bjec=a>c + bec, 

cola + b) = coa + ceb. 
En un anillo los elementos neutros respecto de las operaciones + y + se 
denominan nulo y unidad, respectivamente. Un elemento del anillo se llama 
invertible, si para dicho elemento existe un elemento inverso respecto de 


la operación +. 
Si un conjunto de elementos de un anillo, distintos de cero, forma res- 
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pecto de la operación e un grupo abeliano, entonces el anillo se llama en 
este caso campo. Un campo en el que se contienen un número finito de 
elementos se llama finito. Un campo finito de n elementos existe, cuando 
y sólo cuando n = p”, donde p es un número primo y œ, un número natu- 
ral. Tal campo es único con exactitud hasta un isomorfismo en el que se 
conservan ambas operaciones binarias. Este campo se denomina de Galois 
y se designa, de ordinario, con la expresión GF(p%). Si a = 1, GF(p) es 
isomorfo al campo de residuos respecto al módulo primo (o irreducible) p. 

Como ejemplos de un anillo infinito y de un campo infinito sirven el 
anillo de números enteros Z y el campo de números reales R. Las opera- 
ciones binarias son aquí operaciones corrientes de adición y multiplicación. 

Se denomina espacio lineal L sobre el campo P el conjunto dotado de 
la operación binaria p: L X L=L£, la cual se designa habitualmente como 
adición p(a, b) = a + b para a, b € L, y de la operación binaria externa 
J:P x LL, la cual se designa habitualmente como multiplicación f(p, 
a) = pa, con la particularidad de que dichas operaciones satisfacen los si- 
guientes axiomas: 

a) con respecto a la operación de adición el espacio L es un grupo abe- 
liano, El elemento neutro de este grupo se denota con 0; el elemento inverso 
de a se designa corrientemente con — a. 

b) la multiplicación de los vectores por los elementos del campo P, o 
por los escalares, es unitaria, es decir, 1-2 = u para todos los a, y asociativa, 
es decir, p(qu) = (pq)a para cualesquiera p, q € P; a € L: 

c) la adición y la multiplicación están unidas mediante las leyes de distri- 
butividad, es decir, 


pla + b) = pa + pb, 
(p + q)a = pa + qa 


para cualesquiera p, q € P; a, b € L. 

La expresión del tipo pra, +- + pán leva el nombre de combinación 
lineal de los vectores a, az, =, an; los escalares p, se llaman coeficientes 
de dicha combinación lineal. 

Se denomina álgebra sobre el campo P el anillo asociativo con la unidad 
A que contiene el campo P y es tal que P yace en el centro de A, es decir, 
que conmuta con todos los elementos de 41. En particular, 4 es un espacio 
lineal sobre el campo P. 

Los conceptos nuevos se introducirán más adelante a medida que surja 
la necesidad. Pasemos, ahora, a la explicación del sentido de las opera- 
ciones combinatorias más simples. Nos limitaremos, para empezar, al análi- 
sis de los conjuntos linealmente ordenados. Sin embargo, estudiaremos 
también, en forma paulatina, los conjuntos de estructura más compleja. 
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13, MUESTRAS Y ORDENACIONES 


Con el concepto de muestra se asocian tanto la propia operación de 
selección de un subconjunto del conjunto dado, como también el resultado 
de la operación citada, es decir, el subconjunto elegido. En lo sucesivo se 
tendrá en cuenta precisamente la segunda interpretación, siempre que no 
se diga lo contrario. 

Supongamos que de un n-conjunto A, se ha obtenido una r-muestra; 


(ar, az, ..., 07), donde GEA; i= 1, 2, n r; rSn. 


El número 7 se llama volumen de la muestra. 

Según sean las condiciones del problema, en las muestras puede tomarse 
en consideración el orden de sucesión de los elementos en ellas (y en este 
caso las r-muestras se llaman r-permutaciones), o bien dicho orden no se 
loma en consideración (en este último caso se denominan r-com- 
binaciones). Por ejemplo, dos S-muestras del conjunto Anín > 5): 


(ai, ar, 45, Qs, as) y (as, as, as, az, ai) 


representan en si S-combinaciones iguales y al mismo tiempo 
S-permutaciones diferentes. En general, dos r-perinutaciones o = (a, 02, 
» 47) y b = (bi, bz, ..., d,) son iguales: b únicamente sia, = b; i = 1, 
2, ..., 7, En las muestras es posible la aparición reiterada de los elementos, 
y en tal caso ellas se denominan r-combinaciones con repetición y r-per- 
mutaciones con repetición, respectivamente, Una r-permutación (con repe- 
tición) de elementos del conjunto A se llama también palabra de longitud 
r sobre el alfabeto A. 

Es evidente que los conceptos de r-permutaciones y r-combinaciones, 
al igual que sus combinaciones, abarcan todos los tipos posibles de 
muestras. Por eso no hay necesidad de dar el concepto de arreglo (va- 
riación), aunque dicho concepto aparece todavía en la literatura, principal- 
mente en los manuales. 

La multiformidad de la solución de los problemas combinatorios obser- 
vada en las ctapas iniciales del desarrollo de las matemáti condujo a 
una cuestión natural: ¿cuántos son los procedimientos, por medio de los 
cuales puede realizarse la requerida disposición combinatoria? En particu- 
lar, el cálculo del número de r-muestras de un n-conjunto fue históricamen- 
te uno de los primeros problemas de la combinatoria. 

Hallemos el número de todas las r-permutaciones posibles (sin repeti- 
ción) de un n-conjunto. Denotemos el número que se busca mediante P(a, 
r). El problema se reduce a una aplicación sucesiva de la regla del producto. 
En efecto, en el n-conjunto se tienen n posibilidades para elegir el primer 
elemento de la r-permutación. Una vez realizada tal elección, quedan n — 4 
posibilidades para la elección dei segundo elemento, luego quedan n — 2 
posibilidades para elegir el tercer elemento, etc.: para la elección del r-ésimo 
26013 


17 


Figi 2. 


elemento tendremos n — r + 1 posibili 
producto, 


ades. De acuerdo con la regla del 


Pla, = n(n - l) n (a-r+D, 


de donde se deduce 
Pla, n)=n! 


Para que el resultado sea más completo, admitamos 
P(n, 0) = 0! =1. 


Calculemos ahora el número de r-permutaciones posibles con repeti- 
ción, En este caso, después de elegir cualquier elemento de la r-permutación 
quedan las mismas » posibilidades para clegir el clemento siguiente. Por 
consiguiente, según la regla del producto, el número de r-permutaciones 
con repetición del n-conjunto es igual a n’. 

Los razonamientos aducidos aquí se ilustran fácilmente con un ejemplo 
del esquema de urna, cuyos diferentes tipos se emplean en la teoría de las 
probabilidades: se tiene una urna dentro de la cual se encuentran colocadas 
7 bolas iguales y de la cual se sacan por turno r bolas. En tal caso resultan 
posibles dos casos: la bola sacada o bien se retorna a la urna (elección con 
retorno) o bien no se retorna (elección sin retorno). 

Un ejemplo más. ¿Cuántos subconjuntos tiene un n-conjunto S, es de- 
cir, a qué es igual | P(S) | ? La respuesta será | P(S) | = 2". Efectivamente, 
cualquier r-muestra R = (Sir, Siz, .-, Sy), donde r = 1, 2, ..., 7i, figura en 
P(S). A esta r-muestra se le puede poner en correspondencia una n-muestra, 
compuesta por elementos de dos tipos: ceros, si el elemento no integra la 
r-muestra R, y unidades, si el elemento figura en R. De este modo, las uni- 
dades deben disponerse en los lugares correspondientes a in i, +, in 
mientras que los ceros, en los demás lugares. Pero, el número de tales n- 
muestras (es decir, de n-permutaciones con repetición) de 2-conjunto (0, 1] 
es igual a 2”, lo que constituye precisamente el resultado buscado. Este mis- 
mo problema puede interpretarse como el problema sobre el número de vér- 
tices de un hipercubo en el espacio de n dimensiones (el caso de n = 3, 
S = (x y 2) se muestra en la fig. 1.2, donde todos los subconjuntos P(S) 
son vértices del cubo). 
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Ejercicio, ¿Cuál es el número de matrices de dimensión k x /, compuestas por ceros y 
unidades? 


Calculemos ahora el número de r-combinaciones, designándolo con 
() o con Cf, Comencemos por el caso en que todos los elementos en las r- 


combinaciones son diferentes. Es fácil ver que el número de r-combinacio- 
nes del n-conjunto es r! veces inferior al número de permutaciones de los 
clementos del mismo conjunto. Por consiguiente, 

MN na-in nrt o mt 

r, r 


7 ICE 


de aquí se deduce que c) = P 3 J: en particular, 


Q~ 


Observemos que las -combinaciones del rconjunto son sus r- 
subconjuntos. Con este motivo estudiemos el problema sobre cl número de 
Cis Po y k)-particiones del n-conjunto S, es decir, de particiones ordena- 
das del tipo $ = NUTU ... UTi, en las cuales TAT) = Ø para i% j; i 
J = 12, a K, con la particularidad de que 7; es un zi-subconjunto del con- 


junto S, i = 1, 2, .... K. Obviamente, )1n =m. Razonemos igual que lo 
d 


hemos hecho al buscar el número P(n, r). Para elegir el r1-subconjunto 71 
n 

n 

girse sólo de n ~ rr elementos restantes (ya que TINT? = Ø), y, por lo tan- 

to, se tienen E za) métodos para la elección dë Tz, ete; el resubcon- 


junto Ta puede scr elegido sólo después de haber clegido los r;-conjuntos 


de $ se tienen ) posibilidades: entonces el -subconjunto Tz puede ele- 


Ta i= 1,2, m k— 1, por consiguiente de n — 
Wd i 


r, clementos restantes 


puede elegirse, sirviéndose de métodos. Aplicando ahora 


la regla del producto, obtendremos que el numero buscado de (r1, rz, ..., ra)- 
particiones del n-conjunto $ es igual a 


n- 


(tomando en consideración la expresión para () La r-combinación 
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del n-conjunto puede ser interpretada como una (5 n — r)-partición, y la 
(1, 1, .... D)-partición representa simplemente una permutación, Calculemos, 
por fin, el número de r-combinaciones con repetición del n-conjunto S. Da- 
remos a conocer tres métodos distintos de obtención de este número con el 
objeto de mostrar los rasgos específicos de los razonamientos 
combinatorios. 

1%“ método. Admitamos que los elementos del conjunto S están numera- 
dos por medio de los números 1, 2, ..., n (es decir, $ se encuentra en una 
correspondencia biunivoca con et conjunto de los primeros n números natu- 
rales). Eintonces, en lugar de las r-muestras del conjunto $ podemos anali- 
zar las /-muestras (biunivocas) del conjunto S’ = (1,2, ..., m) que corres- 
ponden a las primeras. Toda r-muestra del conjunto $” puede ser escrita en 
la forma A = (41, az, ..., 07), donde a $ m < ... < a, (la igualdad de los 
números responde al caso de elementos iguales en la r-muestra correspon- 
diente de 5). A la r-muestra A (los elementos en esta muestra no son forzo- 
samente diferentes) le ponemos en correspondencia el r-conjunto 
A' = (m+ 0,02 + 1, ..., a, + r — 1), en el cual todos los elementos son, 
evidenteiente, diferentes. 

Como es fácil de ver, dicha correspondencia es biunivoca, con la parti- 
cularidad de que los r-conjuntos A” son r-combinaciones sin repetición del 
(n+ r= I)conjunto (1,2, .., s, mao l, aa n r 1), cuyo número es 


igual (como quedó demostrado) a de eS ». Esta es precisamente la 


respuesta que buscábamos. 
El 2° método consiste en la obtención de una fórmula recurrente" 
Denotemos mediante f(n, r) el número de r-combinaciones con repeti- 
ciones del n-conjunto S. Está claro que 


An D=n y fan =L 


(para cualquier n > 0 entero de n elementos pueden elegirse n diferentes 
I-combinaciones, es decir, » diferentes elementos; mientras tanto para cual- 
quier r > 0 entero de un elemento se puede obtener solamente una r- 
combinación: una r-muestra compuesta por r elementos iguales). Fijemos 
en S cierto elemento, entonces cada r-combinación o bien contiene este ele- 
mento o no lo contiene. Si tiene lugar cl primer caso, los demás r — 1 ele- 
mentos de esta r-combinación (y, por tanto, las --combinaciones que con- 
tienen el elemento fijado) pueden ser elegidos empleando los f(n, r — 1) 
métodos. Si tiene lugar el segundo caso, la r-combinación se elige de n — 1 
elementos, y entonces, el número de tales r-combinaciones es igual a 
fn — 1, r). Empleando la regla de la suma, obtendremos 


P Se denominan fórmulas (relaciones) recurrentes aquellas que permiten calcular los valo- 
res de una magnitud buscada paso a paso, partiendo de los valores «iniciales» conocidos y de 
los calculados de antemano. 
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Kn, r) = fin, r > 1) + fin- 1, r). a) 
En particular, al conocer f(z, 1) y X(l, 7), tenemos 
Ain, 0) = fin, D- fian ~ 1, 1) = 


lo que concuerda con cl resultado obtenido anteriormente. Ahora obtene- 
mos sucesivamente 


Ain, D) = Kin, 1) + fin = 1, D = Kn, D + fin ~ 1, D+ fina, 2D) n 
E E 


Na 3) = fin, Y) + fin — 1, 2) + + fU, 3) = 


0 


etc. Es fácil convencerse de que 


Niya pos ) 


satisface la correlación (1) y las condiciones iniciales: 
Ha, D= ma, r) 


3% método. A una r-combinación con repetición del n-conjunto S (por 
ejemplo, a beb de S = (a, b, c, d, e)) agreguemos todos los n elementos del 
conjunto S, y escribamos por orden los z + r elementos obtenidos, dispo- 
niendo juntos los elementos iguales: (abbbecde). A continuación, di 
mos los subconjuntos de elementos iguales mediante n — 1 rayas: (a | bb- 
b | ce | d | e). Por fin, sustituyamos por puntos todos los elementos dispues- 
tos entre las rayas: 1...1. |). De este modo, a la «combinación se le 
asigna (equipara) la colocación de s — | rayas enn + r — 1 intervalos entre 
n + r puntos. Inversamente en cada colocación de esta índole se restaura 
inivocamente la r-combinación que le corresponde, Por ejemplo, 


Rei Af 1 ir- 
Existen en total e y ) x ( E H métodos de colocar n = 1 


Ly) laa | b | ce | d | eej) taabecdee)> ta, e, e). 


n= 1 
rayas ca n + 1 — 1 lugares. Por consecuencia, existe exactamente la misma 
cantidad de r-combinaciones con repetición del n-conjunto, 

Como conclusión de este párrafo, analicemos un concepto relacionado 
con la operación de ordenación, es decir, la permutación, Esta última puede 
ser examinada desde dos puntos de vista: a) como una totalidad ordenada 
de elementos del conjunto dado, o bien b) como una perturbación del orden 
estándar llamado, habitualmente, natural (por ejemplo, alfabético, numéri- 
co), El caso a) conduce a las r-permutaciones, r < a, ya descritas anterior- 
mente. El caso b) conduce a las n-permutaciones (en relación con la defini- 


21 


ción de la r-permutación) denominadas simplemente permutaciones (o sus- 
tituciones), que se estudian en la teoría de los grupos. 
Sea, por ejemplo una permutación 


P = (4, 3, 7, 5, 6, 9, 2, 8, i, 12, 11, 10), 


que representa una perturbación del orden natural de los primeros 12 núme- 
ros de la serie natural. Puede ser escrita cn forma de una sustitución (en 
la primera fila se pone el orden natural y en la segunda, el perturbado). 


P=(!2345678910 1 ıı? 
43 TS ZA 10)" 


Esta notación muestra que, al realizarse la permutación P, el elemento 1 se 
convierte en 4, el elemento 2 en 3, el 3 en 7, etc. La permutación P puede 
escribirse también de otro modo: 


P= (1, 4, 5, 6, 92, 3, 7,00, 12X(8X11), a) 


donde cada paréntesis es una permutación que actúa sólo contra los ele- 
mentos encerrados dentro del paréntesis dado y no toca los elementos no 
encerrados en él (por ejemplo, la sustitución (2, 3, 7) convierte 2 en 3, 3 en 
7, y 7, de nuevo en 2). La representación de una permutación en la forma 
(2) lleva el nombre de descomposición en ciclos, Cualquier permutación 
puede ser descompuesta en ciclos. Esta descomp. ión es única, con una 
exactitud de hasta las permutaciones cíclicas de tos elementos dentro de los 
ciclos. Por ejemplo, (2, 3, 7), (3, 7, 2) (7, 2, 3) son notaciones diferentes de 
un mismo ciclo. 

Supongamos que una permutación contiene kı ciclos compuestos por 
un solo elemento, es decir, I-ciclos, luego Az 2-ciclos, ky 3-ciclos, etc. En este 


caso se denomina (Xi, Ka, ... K»)-permutación, o bien permutación de la 
forma 


1% 2" ae n", 0 
donde, evidentemente, 
Fik=n 
a 
“Teorema. El número de permutaciones del tipo (3) es igual a 
Pki, Kas n Kn) = Tak a A (4) 


Demostración. lxaminemos la notación de una descomposición en 
ciclos para la permutación del tipo (3), a saber: primero Kı paréntesis para 
la notación de los ciclos de longitud 1, luego kz paréntesis para la notación 
de los ciclos de longitud 2, etc. En n posiciones dispuestas dentro de todos 
los paréntesis podemos poner » elementos, sirviéndonos de n! métodos, 
y cada vez obtendremos la notación de la permutación del tipo (3). Sin em- 
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bargo, entre dichas n! notaciones se encuentran diferentes notaciones de 
una misma permutación. Aclaremos cuántas nolaciones diferentes tiene 
una permutación. En primer lugar como hemos observado anteriormente, 
cada ciclo de longitud j puede escribirse dentro de los márgenes del parénte- 
sis dado mediante į métodos. En segundo lugar, sirviéndose de k; métodos 
se pueden reordenar los paréntesis donde están escritos los ciclos de longi- 
tud j. Según la regla del producto obtenemos, que una familia de ciclos de 
longitud ¿puede ser representada por į -k;! métodos. Al hacer į recorrer 
los valores de 1 a n, y al aplicar otra vez la regla del producto, concluimos 
que existen 


N = 1k! 2 a 


métodos para escribir cada permutación del tipo (3). Por consiguiente, se 
tienen en total n!/N de tales permutaciones, lo que era necesario demostrar, 

La representación de las permutaciones en forma de un producto de 
ciclos sirve de fuente para muchos problemas combinatorios, por ejemplo: 
hallar el número de permutaciones del n-conjunto que tengan un número 
prefijado de ciclos (sin omar en consideración la longitud de los ciclos); 
que dejen los clementos dados inmóviles; que tengan un número dado de 
ciclos de longitud prefijada, etc. 


1.4, DISTRIBUCIONES Y LLENADOS 


En muchos problemas cierta totalidad de elementos (por ejemplo de 
granos, pernos, tuercas, etc.) se distribuye por cierto conjunto de células 
(cajas, cajones, etc.) que, como consecuencia, se llenan, Ambos conceptos 
nónimo es la partición) y llenado, se 


principales, esto es, distribución (su 
emplean tanto para designar las operaciones, como para expresar el resulta- 
do de ellas, es decir, la situación obtenida. 

Los problemas de esta clase existen desde hace mucho tiempo y cuentan 
con un procedimiento de resolución claborado. El interés hacia estos 
problemas no se extingue, pues tienen gran importancia práctica. Ellos se 
manificstan en los más diversos planteamientos: ticiones de conjuntos, 
cortes de grafos y de redes, agrupaciones de tornos y de mecanismos auto- 
máticos y robotes, etc. 

En cl aspecto teórico dichos problemas pueden interpretarse como apli- 
caciones de un conjunto (de elementos) sobre otro conjunto (de células). 
Pueden ser tratados también como elección de muestras. 

Los medios adoptados de resolución de esta clase de problemas depen- 
den de las condiciones impuestas sobre los tipos de elementos a distribuir, 
métodos de distribución y capacidad de las células. Es evidente, que la ri- 
queza de las condiciones posibles determina la diversidad de los procedi- 
mientos aplicados para la resolución de los problemas. Más abajo se da 
cierta información que introduce al lector en esta esfera de problemas. 

Para el cálculo del número de distribuciones hace falta precisar si los ele- 
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nentos del conjunto dado y las células son distinguibles (por ejemplo, nu- 
nerados) o no, De acuerdo con ello los problemas se dividen en las siguien- 
es cuatro clases. 

(4) los elementos del conjunto son distinguibles, como también lo son 
as células; 

(B) los elementos del conjunto no son dis 
Nistinguibles; 

(C) los elementos del conjunto son distinguibics, las células no son 
listinguible: 

(D) tanto los elementos del conjunto, como las células no se distinguen 
antre sí. 

Dentro de cada una de estas clases los problemas se diferencian, a su 
vez, por la forma de las aplicaciones prefijadas por las condiciones concre- 
as. Convengamos en que a continuación N siempre servirá de designación 
sara un n-conjunto de elementos, y R será un r-conjunto de células, Por 
zuanto en este párralo hablamos sólo de los fundamentos teóricos de la 
aperación de distribución y llenado, estudiemos estas clases de problemas 
an rasgos generales, sin tratar de exponer completa y detalladamente todos 
os accesos a la resolución de los problemas correspondientes. 

(4) Según lo dicho anteriormente, todos los elementos del conjunto N 
y todas las células del conjunto R son distinguibles. Aquí no tiene impor 
ancia si se diferencian por la forma, el color, volumen o, incluso, por el n 
mero. Tiene importancia sólo el hecho de distinción. He aquí algunas for- 
mas equivalentes de este problema: a) formación de las palabras de longitud 
», a partir del alfabeto compuesto por n letras; b) extracción sucesiva de r 
olas de una urna que contiene 7 bolas, con su retorno inmediato; c) forma- 
n de las r-permutaciones con repetición de n simbolos. 

El carácter de la aplicación que por ahora está libre de limitaciones algu- 
nas, permite indicar en seguida el número de distribuciones posibles: 


P=08w, 


'guibles, las células, son 


por cuanto para cada una de r células se tiene la posibilidad de colocar en 
ella cualquiera de » clementos, La for particular de las aplicaciones 
(biunivocas) corresponde a una limitación adicional: en cada célula cabe 
uno, y sólo un elemento. En este caso 


n! 


Pann- Da =r DE y pp > 


A la clase (4) pertenecen, en particular, los siguientes casos de distin- 
sión de los elementos y de las células. 

(41) El conjunto N tiene la (Ki, Kz, .... Km)-especificación, si cuenta con 
kı clementos det primer tipo (por ejemplo, de color), Kz elementos del se- 
gundo tipo, ..., Km elementos del m-ésimo tipo (además, ki + kı +... + 
+ Km =n). 
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n elementos 


peo] ca | as ha] 
Fig.1.3. e celulas 


(42) El conjunto R tiene la (m, sz, «n, M)= espocificación, si en la i 
ésima célula se disponen 7; elementos, j = 1, 2, . 


células se consideran llenas de una manera diferente, si es disti 
ción de los elementos (incluso de los mismos) alojados en ell: 
taciones para el volumen de las células. 

Sin pretender dar una descripción completa de todas las situaciones po- 
sibles, aduzcamos un solo ejemplo. Supongamos, por ejemplo, que el con- 
junto N tiene una (p, 9)-especificación, es decir, contiene p elementos del 
primer tipo y q clementos del segundo tipo; p + q = n. Se necesita determi- 
nar cuántas son las distribuciones de los elementos del conjunto N en 7 cé- 
lulas diferentes sin limitaciones para el número de elementos en cada una 
de las células. Los elementos del primer tipo pueden distribuirse en r células 


por 
Pr (pr 1 
r-1 p 
métodos, y los elementos del segundo tipo, por 
qer-1Y (atr -1 
r-1 q 


métodos. El número total de distribuciones es igual, en virtud de la regla 


del producto, a 
paras e id 
P q y 


Si tiene lugar la (Kı, kz, ..., Km)-especificación del conjunto N, el número 
de distribuciones de n elementos suyos en r células diferentes será 


Tī FR 


tar 


Pasemos a los problemas de la clase (8). Como se ba dicho, en los 
problemas de este tipo los elementos del conjunto N no son distinguibles 
y los del conjunto R, distínguibles. Examinemos diferentes casos: 

1. Los elementos del conjunto N están distribuidos en las células del 
conjunto R de una manera tal que ninguna célula está vacía (en la fig. 1.3. 
se muestra la distribución de n = 10 elementos en r = 4 células). 
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Según se ve, el problema se reduce a la determinación del número de mé- 
todos mediante los cuales se pueda trazar r — 1 líneas en n — 1 intervalos 


entre los elementos: este número es igual a ( È L) A este mismo tipo 


de problemas se refieren los siguientes: hallar el número de métodos para 
pintar, usando r colores, » objetos iguales (por ejemplo, bolas); hallar el nú- 
mero de r-combinaciones con repetición, en las cuales se emplea cada 
elemento, 

2. Los clementos del conjunto X de distribuyen en las células de R de 
tal modo, que pueden haber células vacías. El método de resolución de los 
problemas de este tipo es, en lo principal, el mismo. Al conjunto de elemen- 
tos N se le agregan r “elementos vacios” simbólicos. En este caso el probie- 
ma se reduce a la determinación del número de métodos de trazar r — 1 lí- 
neas en n +r — 1 intervalos entre los elementos. Este número será 


En po 


Entre los problemas de este tipo hay, por ej: 
el número de soluciones de la ecuación 


mplo, el siguiente: hallar 


Mint +=” 


en xi i= 1, 2, +, r enteros no negativos. 

3. En fin, a esta clase se refieren los problemas relacionados con el cál- 
culo del número de muestras de un n-conjunto. 

Los dos tipos restantes de problemas, (C) y (D), donde resultan no dis- 
tinguibles las células para el llenado, representan, al tratar de resolverlos, 
dificultades mucho más considerables. Se laman, habitualmente, por el 
nombre colectivo de particiones no ordenadas. Los problemas del tipo C, 
donde son indistinguibles sólo las cétulas, mientras que los elementos a 
distribuir son distinguibles, permiten, por otra parte, su resolución. Indi- 
quemos algunas fórmulas 

1. En aquellos casos en que no se admite, al realizar el llenado, células 
vacías y cuando se toma en consideración el orden en que los elementos 
is, el número buscaso de distribuciones es igual a 


m (m1 
ss . 1 
ñ ( - D) o 
jón antecedente se modifica de tal modo que se admiten 


., r células vacías, entonces el número buscado de distribuciones es 
(AY = ALA AD + + An (2) 


2. Sila parti 


1,2, 


3. Si no hay células vacías, mientras que el orden de disposición de los 
elementos en las células no se toma en consideración, el número de distribu- 
ciones será 
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B) 


El número S(7, r) se llama número de Stirling de 2° género (véase más aba- 
jo § 2.3). 

4, Cuando en el caso 3 se admiten 1, 2, ..., 7 células vacías, el número 
de distribuciones es igual a 


(BOY = Bi + Bad + BA “4 


Aduzcamos un esbozo de la demostración de las afirmaciones citadas. 
Efectivamente, supongamos que en el caso 1 se distribuyen elementos de un 
conjunto N = (ay, a, ... da). Las distribuciones L tienen la forma 
AA A A Arta es a) 
El número |L | de estas distribuciones se puede calcular mediante dos 
procedimientos: 


a) |L] =a 


n— 1 

-1 
conjunto N se multiplica por el número de distribuciones de r — 1 líneas 
co n — 1 intervalos; 

b) | L| = Akt, es decir, el número buscado se multiplica por el núme- 
ro de renumeraciones posibles de las células. 

Al igualar entre sí a) y b), obtenemos la fórmula (1). Apliquemos en el 
caso 3, al igual que en el caso 1, dos métodos para calcular el número de 
distribuciones en diferentes células: 

“* Doa 
Ss 5 


2 C) (e N ii zi 


OS 
seo 


J es decir, el número de permutaciones en el 


Bar! 


E > ae "a-s! _ a 
i an = sO a- s al si 


n! 


poya] 


de donde se deduce (3). 

Las fórmulas (2) y (4) se desprenden, evidentemente, de las (1) y (3), 
respectivamente, 

Estudiemos, por fin, el caso (D), es decir, la clase de problemas sobre 
las distribuciones, cuando los conjuntos N y R se componen ambos de ele- 
mentos indistinguibles. Dichos problemas resultaron ser más difíciles y la 
teoría de su resolución aún no está claborada completamente. La interpreta- 
ción más conocida del caso dado la representa el problema teórico- 
numérico sobre la partición de los números naturales en sumandos 
naturales. 
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Notemos, ante todo, que los problemas de la clase (D) no pueden 

equipararse con los problemas de las clases anteriores, como se ha hecho 

más arriba: las conexiones resultan ser mucho más complejas y no se logra 

hallar una expresión analítica conveniente para obtener el número buscado. 

Para calcular el número de particiones referentes a los problemas de tipo 
(D), sirve por ahora de medio principal el siguiente método recurrente, 

Supongamos que un n-conjunto $ se divide en k partes no vacias ai, dz, 

..., ax, con la particularidad de que |a| > 1, i= 1, 2, ~, k. Denotemos 

con Palm) el número de tales particiones. Es obvio, que Pi(n) = 1; 
PAK) = 1, Pan) = O para n < k. 
r 

Ya 


eS 


(5) 


Admitamos que | a| > [ar] >...> | ax | (renumeremos, si es necesario, 
las partes de la partición). Está claro que 


A 
(a-h)=0n- 


(6) 


Se ha obtenido la partición del (n — K)-conjunto en partes cuyo número es 
<k (a igualdad tiene lugar, si cualquier a, contiene no menos de 2 elemen- 

tos). Según la regla de la suma, el número de tales particiones es igual u 
r 


Y) Ban — k), y, en virtud de Ja igualdad (6), dicho número es igual al 


número de particiones del n-conjunto en K partes, es decir, a 


A 
È Pin — k) = P(n). y) 


Teniendo en cuenta los valores (5), esta Fórmula recurrente permite obtener 
sucesivamente los valores para Px(»1), reuniéndolos, si es necesario, en la 
tabla LL. 

Para los valores pequeños de k podemos obtener fórmulas de Px(1), por 
ejemplo 


Pia) = 1; PQ) 0) 
P(n) = Pala — 2) + Pila — 2) = Pala — 2) + 1; 


de donde 


P(n) = 22, si n es impar. 


Pero, ya para k = 3 las fórmulas se hacen bastante engorrosas. La investiga- 


ción del comportamiento de las magnitudes Pe(a) y P(n) = Y Pan) (el 
ds 
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Tabla 14 


n Números Pum) 

£ LARA EE 
J 1 1 £ 1 1 y 1 t 1 f 
2 I 1 2 £ 1 3 4 4 5 
3 1 I 2 3 4 5 1 8 
4 1 1 2 3 5 6 9 
5 1 t 2 3 5 7 
6 ES E EA 
g. t f 2 3 
8 1 1 2 
9 E 
10 1 

Pime Drami 23 sə neiRwR 
á 


número de toda clase de particiones del número +) para grandes valores de 
k está ligada con dificultades considerables. Se ha hallado el valor 


aproximado 
1 fn-1 
Pala) => 
a(n) í (i -1) 
el cual en la práctica resulta suficiente. Para P(n) queda determinada una 
relación recurrente 


P(n) = P(n — 1) + P(n — 2) — Pla - 5) - P(n = 7) +... 
ta e(n- ma) fs 


y están calculados los primeros valores sucesivos de esta magnitud. 

Todas estas cuestiones y otras semejantes se analizan en la teoría de las 
particiones (véase [16)). 

Aproximadamente desde la mitad del siglo anterior, merced a los esfuer- 
zos de Darfi, Ferrers, Sylvester, y más tarde, de MacMahon, en la teoría de 
las particiones entró la interpretación de las mismas con ayuda de los grafos 
puntuales. Por ejemplo, la partición 29 =7 +7 +5+34+3+2+2está 
expuesta en la fig. 1.4. 

Las partes de las particiones se disponen, como regla, de arriba abajo 
en el orden de decrecimiento. Del análisis de los correspondientes grafos 11- 
puntuales (llamados también grafos de Ferrers) pueden directamente obte- 
nerse los resultados siguientes. 

1. El número de particiones de un n-conjunto en las que la mayor parte 
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tiene k elementos, es igual al número de partes, es decir, a P(n). Este teore- 
ma se demuestra por transposición del grafo de Ferrers respecto de la diago- 
nal principal; tales grafos se denominan conjugados. Así, por ejemplo, en 
la fig. L5 el conjunto de 10 elementos está partido en 5 partes: 10 = 
23+3+24 14 hi al efectuar la transposición, obtenemos: 10 = 5 + 
+ 3 + 2, es decir, la partición del 10-conjunto en la cual la parte mayor 
contiene 5 clementos (una situación análoga se muestra en la fig. 1.6: 
10=3+242+ 1+1 + 1 antes de la transposición, y 10 = 6 + 3 + 1, 
después de la transposición). 

2. El número de particiones autoconjugadas de un n-conjunto (una par- 
tición se llama autoconjugada, si el grafo de Ferrers que le corresponde es 
simétrico respecto de la diagonal principal) es igual al número de parti- 
ciones del mismo conjunto en subconjuntos desiguales que se componen de 
un número impar de clementos. El teorema recíproco es también lícito. 

Así, por ejemplo, a la partición autoconjugada del 20-conjunto 20 = 
=6+4+4 +44 1 + 1 (fig. 1.7) le corresponde biunivocamente la par- 
tición 20 = 11 + $ + 3 + 1, silos puntos de la primera columna dispuestos 
debajo de la diagonal los trasladamos a la primera fila, de la segunda co- 
lumna, a la segunda fila, etc. 


30 


3. El número de particiones de un n-conjunto en partes diferentes es 
igual al número de particiones del mismo conjunto en partes, compuestas 
de un número impar de elementos. 

Sea dada una partición del 2-conjunto (por ejemplo, n = 34) en compo- 
nentes impares (34=5+54+54+5+3+3+3+1+1+1+1+0, 
Todas las componentes impares iguales se reúnen en grupos (4 de cinco, 3 
de tres y 5 unidades) y se escriben los números de sus repeticiones (4, 3 y 
5) en el sistema binario (4 = 2%; 5 = 2? + 2% 3 =2! + 2°). Escribamos la 
nueva partición, teniendo en cuenta la representación binaria obtenida 
(34 = 544334 15=52 +3-2 + 3-22 4 1-24 124 1:22 = 
= 20 + 6 +3 +4 + 1). Este procedimiento es siempre factible, pues cual- 
quier número se escribe de un modo único en el sistema binario. Siempre 
se puede razonar tembién del modo inverso. 

4. Si Qa y Q; son los números de particiones del n-conjunto en un núme- 
to par e impar, respectivamente, de las partes desiguales entre si, entonces 


Qs, sinah Oka 1} 
Q= ) Qi + (-1}, si n=5 kz D; 


dondek=1,2.... 

Supongamos que el grafo de Ferrers de la partición del n-conjunto en 
partes desiguales tiene la forma mostrada en la fig. 1.8. S es la parte menor 
de la partición y Æ, un conjunto de puntos (línea) dispuestos, a partir de 
la parte mayor, bajo un ángulo de 45°, Si | S] < | E], entonces S se trasla- 
da al conjunto Æ; en cambio, si | S| >| Æ], viceversa, E se traslada a la 
parte menor $. Como resultado de tales traslaciones, tendremos el cambio 
de la paridad del número de partes desiguales de la partición. A toda parti- 
ción par se le pone en correspondencia una impar y, además, biunivo: 
mente: Qa = Qy. Recomendamos que el Jector mismo realice dicha opcra- 
ción con el siguiente ejemplo: 7 + 6 +5+3+20+8+7+5+3, 

Sin embargo, la operación no será posible, si las líneas S y E se interse- 
can y 


IS} = |El, o bien |S] = JE] +1. 
Sea | E| = k. Entonces, en el primero de los casos exclusivos tendremos 


n=k+(k+ I) +. OR 1) = $ Gk = 1); 


y en el segundo: 
n=(k+D+(+2+ + Gk D; 


lo que demuestra nuestra afirmación. 
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1.5. SISTEMAS DE CONJUNTOS 


Más arriba definimos la asignatura del análisis combinatorio, dimos 
wma determinada información referente a la teoría de los conjuntos discre- 
tos finitos, indicamos las operaciones principales en Jas investigaciones 
combinatorias, explicamos los métodos de cálculo del número de entes 
combinatorios fundamentales, es decir, de muestras y ordenaciones, distri- 
buciones y Nlenados. Todo lo dicho se realizó sólo para los conjuntos lineal- 
mente ordenados, y no para todos los casos posibles. Estas limitaciones 
fueron determinadas por el carácter introductor del capítulo. 

No sería justo, sin embargo, concluir que los problemas tratados en el 
capítulo presente también son de importancia limitada y que el papel de los 
mismos es puramente pedagógico. La teoría general de los conjuntos discre- 
tos finitos es una asignatura matemática en desarrollo con sus propios 
problemas específicos. Además ocurre frecuentamente que a las investiga- 
ciones teóricas de los conjuntos finitos se reducen los problemas altamente 
prácticos. 

"Tomemos, por ejemplo, uno de los problemas sobre las particiones de 
un »-conjunto finito S en subconjuntos disjuntos. Analicemos las parti- 
ciones xi y mz. Designemos, para un elemento s € S por fils) el número de 
elementos en el bloque de partición x; el cual contiene el elemento s(í = 1, 
2). Llamemos conjugadas las particiones 7 y xa, si los pares ordenados de 
números (Y,(s), f2(s)) son distintos para todo s€S. 

Ejemplo. Sea $ = [), 2, 3, 4, 5, 6). Definamos dos particiones: 


mi: S = (1,2, 3JUL4, SJUL6); 
m: S= 11,4, 6JU12, 51013). 
Obtendremos para ellas 


CE PR) y PR S.N 
10.0 B. I 3, A 3, 23y 12, 2 11,3) * 


Por cuanto todos los pares ordenados {/i(i), fU) ) son distintos, m y 
m serán particiones conjugadas del conjunto S. Con relación a estas parti- 
ciones conjugadas se ha demostrado [35] que un par de estas particiones 
existe, si y sólo si n 2 2, 5, 9. Este resultado sc ha obtenido al resolver el 
siguiente problema sobre la identificación de los cables telefónicos 
multifilares. 

Sea dado un cable de n conductores indistinguibles. Se pide fijar en sus 
extremos A y B los bornes As, Bi ê = 1, 2, ==, n, que correspondan a cada 
conductor. El método de resolución consiste en unir los grupos de extremos 
de los conductores por un lado del cable y en probar el paso de la corriente 
que se mide por otro lado del cable. Expliquemos esto más detalladamente 
con un ejemplo de un cable de seis conductores. 

“Tomemos el extremo A con bornes 41, Az, .... As, Y Unamos sus bornes 

cuerdo con la partición m (posición 1 en la fig. 1.9). Supongamos que 


de 
y 


A x La 
7 x 82 
Ay x 8 
As z 86 
Asom y 85 
1 n m w 


como resultado de la comprobación por el lado del extremo B (con bornes 
Bi, Ba, .... Bo) se ha obtenido la situación que se indica en la fig. 1.9 median- 
te la posición II. Los bornes indistinguibles Bı, Bz, By se denotan con x, 
los bornes Bs y Bs con y, y el Bs con z; unamos los bornes en el extremo 
B de acuerdo con la partición m (posición 111). A continuación, al desco- 
nectar los bornes en el extremo A, comprobamos cuántos y cuáles conduc- 
tores por el lado A quedan conectados en el extremo B. Admitamos, por 
ejemplo, que el conductor AB, resultó conectado con un solo borne en el 
extremo B. Por cuanto sabemos que el borne A, pertenece al conjunto (41, 
Az, Ar), mientras que el borne en el extremo B integra el conjunto de dos 
bornes unidos (a saber, B: y #3), y por cuanto el par 1446), AU) = (3,2) 
corresponde solamente a į = 2, concluimos que A; esta conectado con Hz. 
Análogamente, si el borne As está conectado con dos otros bornes por el 
lado B (es decir, el conductor AsBs pertenece al conjunto de tres conducto- 
res que quedaban conectados), entonces As debe ser conectado con Ba (da- 
do que al par (2, 3) corresponde ¡ = 4), etc. 

Este algoritmo fue extendido también al caso general. Sea Z un n- 
conjunto de números enteros / = (1,2, ..., 1). Supongamos que para I exis- 
ten dos particiones conjugadas: 


mo: 1 = POP. UPa; 
x : I = PUPO..OPL. 


En el extremo A unamos primeramente los conductores de acuerdo con 
la partición x4, es decir, conductores en los cuales los números de los bornes 
pertenecen a cierto Piém,; / = 1, 2, ..., k. En el extremo B elegimos por 
comprobación los subconjuntos Si, Sz, ..., S de bornes de aquellos conduc- 
tores que fueron conectados en el extremo A, y enumeremos los bornes en 
el extremo B de un modo tal que, cualquiera que sea S,, el conjunto de indi- 
ces de los bornes B que se encuentran en S, sea exactamente un subconjun- 
to de xı. Ahora unamos los conductores en el extremo B en grupos Ti, Ta, 
+u Te, donde Ty consta de todos aquellos conductores con bornes B;, para 
los cuales ¡€ P/. Separando todas las conexiones en el extremo A, escogemos 
los conductores por el lado de A que están conectados en el extremo 8. 

Realizada esla operación, podemos encontrar los bornes “izquierdo” y 
“derecho” para un mismo conductor. En efecto, sea A, algún conductor 
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que hemos cogido, y supongamos que en el extremo 8 dicho conductor in- 
tegra el grupo Ty, el cual tiene, digamos, p elementos (de donde hallamos 
este número p). Por cuanto se sabe el número de elementos en el subconjun- 
to Si, en el que está contenido A. (admitamos que es igual a q), entonces, 
basándonos en el procedimiento de construir S; y 7), y en que todos los pa- 
res (p, 4) = 1/41(0), />(10)) son diferentes, podemos encontrar el único Ba, 
tal que Au y Biy Sean extremos de un mismo conductor, 

En muchas ramas de las matemáticas y en sus aplicaciones se plantean 
y se resuelven problemas que no sólo se reducen al análisis de los conjuntos 
discretos y de sus sistemas, sino que, además se enuncian en términos de 
los mismos. Así, por ejemplo, sucede en la teoría de los autómatas finitos, 
en la técnica de cómputo discreta, problemas aplicados del álgebra, etc. 
Describamos unos cuantos problemas tipo que se encuentran muy a 
menudo, 

Familias de Sperner. Se dice que los subconjuntos Si, Sa, .. de un 
conjunto finito $ forman una familia de Sperner, siempre que ninguno de 
ellos está contenido en el otro. Sea | S| = n. ¿Cuál será el número máximo 
posible m de términos en la familia de Sperner? La respuesta a esta pregun- 


0 
ta lleva el nombre del teorema de Sperner (véase cap. 8): m = ER 7 


Sistemas separadores. Este concepto fue introducido por A. Reuyi (36] 
al analizar los problemas de la teoría de información. Un sistema de sub- 
conjuntos (Si, Sz, ..., Sm] de un conjunto finito S se denomina separador, 
si en el mismo, para cualesquiera dos elementos distintos del conjunto S, 
existe un subconjunto S; que contiene sólo un elemento de todos los men- 
cionados. A. Renyi planteó el problema de hallar un sistema separador mí- 
nimo bajo la condición de que cada subconjunto de este sistema consta 
exactamente de un número dado de elementos. Este problema fue analizado 
en [37]. 

Problemas sobre los subconjuntos que se intersecan. Existen varios 
problemas en los que se introducen limitaciones en la potencia de los pro- 
pios subconjuntos Si, S2, ... Sm SS y de sus intersecciones. Se requiere de- 
terminar el número máximo (m) de subconjuntos que satisfagan dichas 
condiciones para n = |S| fijo. Con este motivo recomendamos la obra 
[38]. Demos a conocer el resultado clásico de Erdós, Chao Ko, Rado 139). 
Supongamos que 

1) cada uno de los subconjuntos Si, Sa, -~ 
mentos, donde k < 2/2; 

2) ninguno de los subconjuntos está contenido en el otro; 

3) cualesquiera dos subconjuntos se intersecan. En este caso cl número 


Sm contiene no más de k ele- 


V Con [x} se denota el número máximo entero que no sobrepasa x; con |x), el nimero 
entero mínimo, superior © igual a v- 
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n= 
k-i 
de términos tiene el sistema de todos los k-subconjuntos del n-conjunto S 
en los que está contenido cierto elemento fijo $ € S. 

Recubrimientos y empaques. El problema de construcción de los mejo- 
res códigos conduce al siguiente problema combinatorio: hallar el número 
máximo m, para el cual existe un sistema de subconjuntos ($), Sa, ..., Sm) 
de r elementos del »-conjunto S, donde |SNS,| <t para cualesquiera 
i<i<j<m. Dicho de otro modo, se requiere que cada /-subconjunto del 
conjunto S se contenga a lo sumo en uno de los subconjuntos del sistema. 
Este problema se denomina problema de empaques. También se analiza con 
frecuencia el problema inverso. Exijamos que cada f-subconjunto se conten- 
ga no menos que en uno de Jos subconjuntos del sistema; se pregunta qué 
cantidad mínima de r-subconjuntos del n-conjunto S es necesaria para que 
se pueda formar tal sistema. Este problema se denomina problema de re- 
cubrimientos. Al igual que el problema de empaques, él está resuelto por 
ahora sólo en algunos casos particulares (por ejemplo, para r = 3, £ = 2; 
r=4,1=2), en lugar de los subconjuntos Si, Sz Sm estudiamos 
complementos de los mismos S;, Sž, Sm, donde S/ = SNS, y ponemos 
k=4- 4 =n =r, obtendremos otra forma del problema de recubri- 
mientos: ¿qué número mínimo de -subconjuntos del n-conjunto S es nece- 
sario para que en cualquier -subconjunto de conjunto S se contenga por 
lo menos uno de los /-subconjuntos elegidos. Este número lleva el nombre 
de número de Turan Tía, k, 1). En el año 1941 Turan [40] demostró que 


máximo posible de subconjuntos será ). Precisamente este número 


Tin, k, 2) = mn — OERE D ik- 1) para ms 


gér s™+L 


Pese a que la formulación es sencilla, el problema de hallar los números 
de Turan resulta ser, en el caso general, exclusivamente difícil. Para />3 se 
han obtenido pocos resultados. Se conoce (véase (41]) que 


T(n, k, i) = n — (k — 1) para 1< 


aae eded [Ale 
Bl 


n 
a S 


La propiedad :4. Suele decirse que un sistema de subconjuntos $, Sz, 
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Sm <S posce la propiedad «8, si existe tal partición del conjunto $ = 
S'US” (S'NS” = Ø), que S ES”, SES” (i = 1,2, ..., m). Se impo- 

nen las restricciones | S| = n, y [Si] = {S2} 1Sw] | =k, y se 
busca el número mínimo m = m(n, K) de subconjuntos en un sistema que 
no posec la propiedad 2. Este problema se analiza en el cap. 7. 

Una clase importante más de problemas sobre los sistemas de conjuntos 
está relacionada con el teorema de Ramsey al que se dedica un párrafo apar- 
te del capítulo 3, 

El estudio de los sistemas de conjuntos es el problema principal en cl 
análisis combinatorio. De los éxitos de dicho estudio depende tanto el enri- 
quecimiento de la teoría de la combinatoria, como también la ampliación 
de los campos de aplicación. 


CAPÍTULO 2 FUNCIONES GEN 


ERATRICES 


Durante mucho tiempo el contenido del análisis combinatorio lo consti- 
tuía el cálculo del número de configuraciones de determinados tipos. Una 
parte de la teoría combinatoria que estudia estos problemas sigue jugando 
hoy día un papel importante en las aplicaciones. 

En $$ 1.3 y 1.4 hemos considerado los métodos directos (“elementales”) 
de cálculo. El presente capítulo se dedica a los métodos indirectos, con ayu- 
da de los cuales se calcula la cantidad de configuraciones combinatorias. 


2.1. FUNDAMENTOS DEL MÉTODO 
DE FUNCIONES GENERATRICES 


El método de las funciones generatrices (generadoras) es uno de los más 
desarrollados en el análisis combinatorio. L s fundamentales de este 
método fueron enunciadas por primera vez al final del siglo XVIII cu las 
obras de Laplace referentes a la teoría de las probabilidades. Expliquemos 
las mi: con el siguiente ejemplo sencillo. Veamos el producto del núme- 
ro finito de binomios lineales 


11 0+x0= ) las, (0) 


donde 


CACA 


no son nada más que fun 
+ Ya Observemos que a los sumandos del coeficiente a, se les puede asig- 
nar las -combinaciones de 1 elementos xa. La expresión (1) se Iama- 
rá mumnerador de las --combinaciones de n elementos. Si ponemos en (1) 
x= 1 para f= l, .... 1, obtendremos 


HA =u, 2) 
T 


puesto que a(l, ..., 1) es el número de r-combinaciones de » elementos. De- 
sarrollemos la función (1 + 4)" en potencias de f según la fórmula de Taylor: 


(sy 8B) 
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(Este mismo resultado puede ser demostrado también por inducción respec- 
to de n.) 

De (2) y (3) se deduce 
SUMA y n! 
DG at 


su 


Al igualar entre si los coeficientes de iguales potencias de / en (4), obte- 
nemos de nuevo (esta vez, analiticamente) el resultado del capítulo 1: el nú- 
mero de r.combinaciones de n elementos es igual a ~, u y ^l aplicar 
este resultado del capitulo 1 a la fórmula (2), obtendremos una demostra- 
ción más de la identidad (3). Semejante método de determinar los cocficien- 
tes del desarrollo de las funciones era generalmente aceptado en la primera 
mitad del siglo XIX y se llamaba análisis combinatorio, a diferencia del 
análisis matemático al cual se referían los métodos analíticos de obtención 
de los desarrollos. 

En la expresión (2) la función /(/) = (1 + 1)” está biunivocamente rela- 
cionada con una sucesión de los números 


n 
siU 
Tal relación resulta muy útil: atribuyendo en la fórmula (2) diferentes 


valores particulares a la variable 7, se pueden obtener muchas identidades 
importantes. Asi, por ejemplo, para / = 1 y 1 = —1 tenemos 


Ea) 0) () 
0= Fien(;) Lord A E 0) P (2): 


respectivamente. La adición y sustracción de estas expresiones término a 
término nos da 

n nt 

[il EN 


mientras que la simple división de los factores 
(ey =a +d + y 
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conduce a la identidad 


a $ n =m m 
7, k r=kj' 
4-0 
que se conoce como convolución de Vandermonde. Por fin, al sustituir en 


(2) 1 = u/b, y al multiplicar por b" los miembros primero y segundo, obte- 
nemos seguidamente el teorema binomial (la fórmula binomial): 


(a + by = le E 
10 


A Š rÀ A e 
debido a lo cual los números À se llaman coeficientes binomiales. 


Ejercicio, Demuéstrese, por i 


ueción respecto a an, el tewema binomial: 


ENTE ss 


donde la suma se calcula respecto a todas las soluciones de la ecuación m + m + + 
F thy CU números enteras. s coeficientes en «l segundo mienibro se Nanan 
polmomiales y ya aparecieron en el capitulo teon le las (en, 2, -va Meah- pANICIONES 
del n-conjinto, 

La función /(0) 


å n r i 
sión de números "Ga bien, mis brevemente, función generadora del nú- 


{l + 1)" se denon 


Y función generatriz de una suce- 


mero de r.combinaciones de » elementos, r =0, 1, 2, ..., A. 

Examinemos abur una sucesión numérica a = (do, 1, dz, ...), O bien, 
de otro modo, la función n de un argumento de número entero n, A esta 
función le corresponde biunivocamente la serie 


JAN - 9 yut 


(5) 


cual es más cómoda y simple en las operaciones, particularmente cuando 
ella converge a una función que posee una forma analítica conveniente, La 
serie Ja(1) so Mama Junción generatriz de la sucesión a. Así pues, las fun- 
ciones generatrices permiten pasar del analisis de magnitudes aisladas (por 
ejemplo, de las +-combinaciones para un valor particular z) af análisis de 
sus sucesiones e, incluso, de las clases de sucesiones. 

Para la mayoría de los problemas combimatorios la serie (S) es finita. Si 
esta serie es, sin embargo, infinita y el radio de su círculo de convergencia 
es igual a cero, las operaciones con ella son posible, sólo dentro del álgebra 
de las series de potencias formales, el cnal se analizará en el párrafo que 
viene, 
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2.2. TIPOS DE FUNCIONES GENERATRICES 
Y DE NUMERADORES 


Sea R cierto anillo con la unidad. El anillo S(R) de sucesiones sobre R 
y el anillo R [[r]}, isomorfo a S(R), de serics de potencias formales sobre 
R se definen del modo siguiente, Los elementos del anillo S(R) son las 
sucesiones 


ta) = [(00, 21, 02, Jl, (0) 
y los elementos correspondientes del anillo R([r]] son las series 
AO), FLO = 20% a 


Se llama suma de las sucesiones a = (ao, a, ...) y b = (bo, bi, ...) a la 
sucesión 


c= a+ b= (a + bo, a+ bi, 


(Co, Ci, va), 


y se llama suma de las series Falf) y Fi(1), pertenccientes a la clase (2), a 
la serie Ft) = Falt) + Foli): 


F(t) = È el, 
e 


donde c+ = a + by. 
Se denomina producto (o convolución) de las sucesiones a y b de la clase 
(1) a la sucesión a X b = d = (do, di, ...), en la cual 


d, = asb, + Abra +. + abo, r= O, 1, nay 0) 


y producto (convolución) de las series Fa(1) y Fat) de la clase (2), a la serie 


FAO PAX D = Es, 
donde «h, se determina según la fórmula (3). 
Definamos ahora: el cero en la clase (1) como una sucesión (nula) 
0 = 0, 0, a). 
entonces el cero en la clase (2) es la serie correspondiente a O 
Foli) = 0; 
la unidad en la clase (1) como una sucesión (unitaria) 
e = (1, 0, 0, ~), 
entonces la unidad en la clase (2) será una serie correspondiente a e: 
FAO =1. 


Por fin, un elemento inverso para aeS(R) respecto de la adición en la 
clase (1) es -a = (— do, —41, =), y el elemento correspondiente inverso pa- 
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ra F(1) en la clase (2) será 
Fo) = 


O= Sar. 


Es fácil ver que todos los axiomas del anillo para S(R) y RII/)} tienen 
lugar. 

Sea ay un elemento invertible del anillo R; buscamos a” * = a”, partien- 
do de la condición a x a” = e, es decir, 


de donde encontramos aé (k = 0, 1, ...) de las primeras k + 1 ecuaciones, 
empleando el cálculo sucesivo por el método de Gauss (o bien por el de Cra- 
mer). Por consiguiente, sólo para las sucesiones a, tales que as es invertible, 
existen a”! y Fy '(£) en los anillos S(R) y RIN). 

En los anillos S(R) y RI(Y]] puede introducirse la diferenciación D: para 
a = (a, ai, «..), Da = (a, 242, ..., Nan, «-), 


DFXI) = Lu nant" ™', 


y la integración f: 


fa = (o. ao, Bop zo) faw => te. 
n-0 
Ejercicio 1. Demuéstrense las siguientes propiedades de las aplicaciones D y la f en SR): 
1) D(a + b) = Da + Dbi 2) (o + b) = fa + fo; 
D Dfa =a; a) | Da = a 
5) Día x b) = (Da) x b + a x Db; 
y las propiedades correspondientes en el anillo X(14)) 


Si el anillo R es un álgebra sobre el campo P, entonces, al introducir en 
S(R) y en RIId]) las operaciones de multiplicación por «éP: 


aa = (am, am, a) RO Žar, 


convertimos S(R) y R[[A] en álgebras isomórfas. 

Volvamos ahora a las sucesiones que aparecen en los problemas combi- 
natorios, es decir, al álgebra S(R} de sucesiones sobre el campo R de núme- 
ros reales. Para la sucesión a€S(R), la serie Fa(()ER[[A]] lleva el nombre de 
función generatriz ordinaria, mientras que la propia álgebra R[[/]] se deno- 
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mina álgebra de Cauchy. Las funciones generatrices ordinarias se usan al 
analizar las familias de sucesiones cuyos elementos están constituidos por 
las funciones de las r-muestras no ordenadas (r-combinaciones). 

Para la construcción de los mismos objetos combinatorios (de las r- 
combinaciones) emplearemos el álgebra R(x; £) = Rlxw, x2, ---J[14]] de series 
de potencias formales sobre el álgebra R[x, x2, ...] de polinomios de las va- 
riables x = (Xi, X2, =} sobre el campo de números reales. El álgebra R(x; 
1) se llamará numeradora, y las series, cuyos coeficientes serán polinomios 
que enumeran los objetos combinatorios construidos por nosotros, nume- 
radores de dichos objetos. 

Recordemos que la aplicación M: A >Az, realizada del álgebra A) 
sobre el campo P en el álgebra Az sobre P, se denomina operador lineal, 
si Mía + b) = Ma + Mb y M(aa) = aMa para cualesquiera a, De), «€P. 
La aplicación M se denomina operador multiplicativo, si M(ab) = (Ma) 
(Mb) para cualesquiera a, béA,. Usaremos con frecuencia la aplicación T: 
R(x; ARII) que convierte todos los x en 1- 

Ejercicio 2, Demuéstrese que la aplicación T es un operador multíplicativo lineal, 

Ejercicio 3. Demuestrese que las aplicaciones D y | sobre el álgebra R(x; /) son operadores 
Ineales. 

vemo i Hállense el numerador y la f 
combinaciones de n elementos. 
e problema ya lo hemos resuelto en el $ 2.1: el numerador de las r- 
combinaciones de n elementos está dado por la serie (1) en el álgebra nume- 
radora R(x; 1), y la función generatriz, por la serie (4) en la subálgcbra RI(A)] 
de la misma, 

tenero 2 Hállense el numerador y la función generatriz para las 7- 
combinaciones con repeticiones del tipo (A, An) de n elementos, donde 
A, es un subconjunto del conjunto No de números enteros no negativos; el 
elemento a puede estar presente en las -combinaciones A veces, siempre 
que ACA, 

Al elemento a, del n-conjunto S pongámosle en correspondencia una va- 
riable x, en RO; 4), entonces, a la aparición del elemento a, en la r- 
combinación corresponderá, o bien A; veces, ..., 0 bien Az veces, la serio 
AMM a E y... Por eso, el numerador buscado tendrá la expresión 


ción generatriz para las r- 


Bars 11 YY (C 
e RII 
La función generatriz tiene en este caso la forma 
FO= [1 £e 6) 


121 MA 


(a los miembros primero y segundo de (4) se ha aplicado el operador lineal 
T, que convicrte todos los x en 1). Al desarrollar (5) en potencias de £, llega- 
mos a que el número de 7-combinaciones del tipo Qu, ~, Au) de n elementos 
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es igual al número de soluciones de la ecuación y, + ... + Ja = r con las in- 
cógnitas ¿€A, i= 1, n. 
EJEMPLO 3. Hállense el numerador y la función generatriz, para las r- 
combinaciones con repiticiones ilimitadas de n elementos. 
Reduciremos nuestro problema al anterior, si ponemos A; = No, į = L 
.. 1. El numerador (4) adopta la forma: 
SS 
T= ed * 


Ser- JI orvs +. 


En ier 


De aqui (6 ie (5)) encontramos la función generat: 
SO> U+ P+ An 


aD EM 


r=o 


dd Ale 2 der, 


so 


donde se ha puesto por definición 


-À A +r- t 
A v( s > 
n+r=1 


De aquí tenemos Ja sucesión b = (do, Di, ..), donde b, = ( z ) o 


el número de r-combinaciones con repetición de n elementos. Este resultado 
concuerda con el obtenido antes (véase $ 1.3). 

EJEMPLO 4. Hállense el numerador y la función generatriz de las r- 
combinaciones con repetición, en las cuales figura por lo menos un clemen- 
to de cada tipo. 

Pongamos, en las condiciones del ejemplo 2, A; = N = {1, 2, n), i = 1, 
«u A, Entonces, de (4) obtenemos el numerador buscado: 


Èr = II O IRP + a) = "II 


De aquí emos la función generatriz: 


FO=U4+ PR = a o saapi Jr 


r=0 


Al realizar la sustitución 1 + r = k, obtenemos 


102 Ele 
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Por consiguiente, el número de r-combinaciones buscadas es igual a O para 
ren, ya A E 1) para rèn. 

esemrio s . Hállense el numerador y la función generatsiz para las r- 
combinaciones de n elementos, donde se admite sólo un número par de apa- 
riciones para cada uno de los elementos. 

Suponiendo en las condiciones del ejemplo 2, Az = {0, 2, 4, h i= 1, 
«m n, tenemos de (4) el numerador buscado: 


Nur = (ES 


iss 


De aquí obtenemos la función generatriz 


> amas aint 2r 
sasea Dò" e 


T-ri 


SO=U+ PRO 


Ahora podemos obtener una identidad interesante: por cuanto 


(l = Py = (1 7 "(1 + 07”, la comparación de los coeficientes de las 
potencias de £ en los miembros primero y segundo nos da; 


£ O, para r impar, 
n+r=k-=M (n+k-N sl 
o poe yi A )- e Do pora r= 2s. 


2 s 


kao 


Ejercicio 4. Hállense el numerador y la función generatriz para las -combinaciones de 
n elementos, donde se admiten a lo sumo j repeticiones de cada elemento. 


Pasemos ahora a la construcción de la teoría analitica para la enumeración 
de las r-muestras ordenadas o de las r-permutaciones. 

En los márgenes del álgebra R[x,, x2, ...[11]] de series de potencias for- 
males con los coeficientes del álgebra de polinomios R[x, X2, ...] sobre un 


campo R de variables Xi, Az, ..., QUe no conmutan entre sí, examinemos la 
expresión 


PE Í 04 00 = Dj E 


AN ro 

en la que la suma en el primer miembro se toma por todas las sustituciones 

de grupo simétrico S, de sustituciones de un »-conjunto. No es difícil ver 

que en el coeficiente de /” del desarrollo en potencias de £ de la expresión 
E TT U+x00 


Sn ien 


' KA] 


el número de apariciones del monomio x;,...x, es igual al número de susti- 
tuciones de x€S, tales, que m7 (i) <a (i)<...<r” Ui). Las sustitu- 
ciones de esta indole pueden construirse del modo siguiente: elegimos r lu- 
gares para las preimágenes de los elementos å, ..., i} empleando (5 méto- 
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dos, y los demás n — r elementos pueden permutarse mediante (71 - 1j” mé- 
todos. Por eso, el monomio que se examina aparece sólo (>) ("= r)! = 
= at/rl veces, Por consiguiente, el polinomio a(x1, xa, ...) en (6) se compo- 


ne de monomios, correspondientes a todas las r-permutaciones de elemen- 
105 Xi, «n, Xa. La serie (6) se denominará numerador exponencial de las 7- 
permutaciones de » elementos. 

Ahora, suponiendo en (6) xi = I, 1 = 1, ..., » (aplicamos a los términos 
primero y segundo el operador multiplicativo T que convierte todos los xı 
en 1), obtenemos 


7 f 
a+ = D Po ni M 
EN 

donde P(n, r) es el número de r-permutaciones de n clementos. La función 
KO = ( + 0)" se Mamará función generatriz exponencial para el número de 7- 
permutaciones de n elementos. Observemos que la fórmula (7) podía ser de- 
ducida inmediatamente de la fórmula (2) $ 2.1, puesto que P(n, 7) = adl, 
-JrL Al desarrollar (1 + £)* en potencias de /, obtenemos 


y de aquí hallamos otra vez el número de -permutaciones de n elementos: 
Pía, r) = ni/(n = r)! 

Sea R un anillo con ta unidad. El anillo S"(R) de sucesiones exponen- 
ciales sobre R y el anillo R`{[/]] (isomorfo a S"(R)) de series de potencias 
formales sobre R se construyen del modo siguiente. El anillo S*(R), siendo 
un grupo aditivo, coincide con el grupo aditivo del anillo S(R). La opera- 
ción de multiplicación en S*(R) será la convolución binomial de las succ- 
siones: ab = d = (do, di, ...), donde a = (ao, ai, ...), b = (bo, bi, ..), 


e Ela. @ 


La unidad y el cero en S*(R) son los mismos que en el anillo S(R). El eie- 
mento inverso respecto de la multiplicación para la sucesión a = (do, 1, ...) 
existe sólo en el caso de invertibilidad del elemento ao, y se calcula a partir 
del sistema de ecuaciones, análogo al sistema, ya analizado, de ecuaciones 
en el anillo S(R). 

Ejercicio 5. Demuéstrese que en S"(R) están cumplidos todos los axiomas del anillo, y la 
aplicación g = (ao, Gi, e da, ..) a" = (0, M, .... 2/11) es un isomorfismo de los anillos 
SB) y SUR). > f i 

Como elementos del anillo R*([r]] intervienen las series de potencias 
exponenciales 


d, 
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EOL EO = Py 


1=0 


correspondientes a las sucesiones a = (do, tr, ...). Las operaciones de adi- 
ción y multiplicación se determinan del modo siguiente: 


ED + EMO = ED = Doo 


b = (bo, Di, ..), G = ay + br 

r 
Da 
r-o 


donde d, se halla por la fórmula (8). El cero y la unidad en R*[11]] son los 
mismos que en el anillo R([d]]; el elemento inverso respecto de la adición 
se determina análogamente; el clemento inverso respecto de la multiplica- 
ción se calcula igual que en el anillo S*(R). Si R es el álgebra sobre el campo 
P, entonces (lo mismo que en el caso de S(R)) el anillo S` (R) se transforma 
en cl álgebra sobre P. Una construcción análoga se realiza también para el 
anillo R*[[4]] sobre el álgebra R. 


Ejercicio 6. Realicense para el anillo RIL) las construcciones y demostraciones omitidas 
en el texto. 


De la definición del anillo R*((/]] se ve que en el caso de las series con- 
vergentes el producto formal coincide con el ordinario. La serie E,(1) recibe 
el nombre de función generatriz exponencial para la sucesión a€S*(R), y la 
propia álgebra R'[((]] se denomina álgebra de funciones generatrices 
exponenciales. 

Ejercicio 7. Muéstrese que las álgebras R'(14J] y R'(10)] som isomorfas, 

De nuevo con el fin de realizar la construcción álgebráica de las r- 
muestras ordenadas, examinemos el álgebra R'(x; £) = (Rfx xz, +1)? 1141] 
de series de potencias exponenciales sobre el álgebra R[x1, xa, ...] de polino- 
mos con les no conmutables, la cual llamaremos álgebra numeradora 
exponencial, y el álgebra R"(x; £) = (R[Xt, X2, ...))* 110)] de series de poten- 
cias exponenciales sobre el álgebra Rivi, x2, ...] de polinomios habituales 
que llamaremos álgebra numeradora exponencial reducida, Denotemos con 
T la aplicación de R'(x; £) en R'[[9] que reemplaza todos los x; por 1. 

Ejercicio 8. Demuéstresc que 77 es un operador lineal multiplicativo.  — , 

Designemos con U la aplicación que traslada una serie de R'(x; /) en 
la misma serie de R'(x; 1), es decir, que permite que las variables x; conmu- 
ten entre sí. 

Ejercicio 9. Demuéstrese que U es un operador multiplicativo lineal. 

Designemos con 7” la aplicación R(x; £) en R"[[A] que reemplaza todos 
Jos x, por 1. 


Est) X Eott) = Ealt) 
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Ejercicio 10, Demuéstrese que 7” es un operador multiplicativo linca!. 

Veamos la aplicación V: R'(x; 1)=R'(x; 1), la cual todo monomio 
XuXın. Xy COn la especificación (i, ..., An) (esto quiere decir que xy se cn- 
Cuentra A, veces, X2, Az veces, etc.) en el cocficiente de 1/41 lo transforma 


en el polinomio 
Art... An! 
Meal D peta 


donde la suma se toma respecto de todas las permutaciones (j, 
los elementos ft, ss, ir- 

KjJerelcio 11. Demuéstrese que Ves un operador lineal, mas la promedad de multiplicariv, 
dad para él no tiene lugar. 

Ejercicio 12. Demuéstrese que UY es un operador idéntico sobre el álgcbra Rx; 4). 

A toda r-permutación ĵi de clementos |, ..., »1 con repiticiones pon- 
gamos en correspondencia en el álgebra numeradora exponencial un mono- 
mio Xi, ..xi,1*/r!. La serie correspondiente p(x1, Xz, ...; f) para la clase dada 
de permutaciones se llamará numerador exponencial de dicha clase. La 
imagen Up(x1, X2, ...; f), al actuar el operador U, la llamaremos numerador 
exponencial reducido de la clase dada de permutaciones, y la serie F° p(x, 
X2, «=i 0), función generatriz exponencial. 

EJEMPLO 6. Hállense el numerador exponencial, el numerador exponen- 
cial reducido y la función generatriz exponencial para una r-permutación 
de n clementos. 

El numerador exponencial ya lo hemos encontrado en la forma (6); el 
numerador exponencial reducido es el polinomio 


a 
N a +x), 


201 Je) de 


y la función generatriz exponencial para el mimero de -permutaciones de 
n elementos la hemos hallado en la forma de (7). 

memo 7. Hállense cl numerador exponencial, el numerador exponen- 
cial reducido y la función generatriz exponencial para las -permutaciones 
con repeticiones del tipo (i, .... An) de # elementos. 

Por (Mi, ..., An)-permanente (véase [42)) de una (r x n)-matriz 


Ms ain 
A= "m 


O Gm, 


con los elementos del anillo R se entenderá un elemento 

Pera... AA = Dari, Mh.. Arip 
donde la suma se toma respecto de todas las r-permutaciones (i, .... i) de 
elementos 1, ... n con la repetición del tipo (As, .... An), o bien, dicho de 


otro modo, en el producto pueden figurar A elementos de la columna ¿sólo 
en el caso en que A€Ag si la suma tiene un conjunto vacío de sumandos, 
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entonces pongámosla igual a cero. Ahora podemos escribir el numerador 
exponencial buscado en la forma 


0) ` PerlAr, 


.-0 


PX X2, 


An)Xra 


donde X,» es una (r X n)-matriz con r filas iguales (Xi, ..., xn). El numera- 
dor exponen reducido Up(X1, Xz, £) puede representarse ahora del 


ansu D LL 


130 mermar 
NEN at 


de donde 


a 


y) (10) 


Upi, xa, 


o- (E 


ter MA 


Por lin, la función generatriz exponencial tiene la forma 


iD = TUNA, da 0) = TÍ ¡Om $) 


1 Mea 


US 


por lo cual 


o Y 


tao ne ema 
MEAN entha 


De aquí llegamos a que el número de r-permutaciones de n elementos con 
repeticiones del tipo (Ar, «s An) es igual a 

2 
ETA 


Podemos haltar también el numerador exponencial partiendo del numera- 
dor exponencial reducido (10), al representarlo en la forma canónica (9) y 
al aplicar el operador lineal Y. 

eJembLo s. Hállense el numerador exponencial, el numerador exponen- 
cial reducido y la función generatriz exponencial para las r-permutaciones 
con repeticiones ilimitadas de n elementos. 

En este caso, en las condiciones del ejemplo antecedente A; = No para 
=h, any 


Pero, NO Xen = (Vi + ae + Xa) 
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Por eso el numerador exponencial tiene la forma de un exponente 


D= D t a t a E 


r-o 


POI X, expr +... + Xn)t). 


La misma forma tiene en este caso el numerados exponencial reducido, 
mientras que la función generatriz exponencial se obtiene en la siguiente 
forma 

m 
Tr 


5 0 = exp(ni) -5 


pü, 1, 


Así pues, el número de -permutaciones con repeticiones ilimitadas de » ele~ 
mentos es igual a n’, lo que concuerda con el resultado del $ 1.3. La forma 
de la función generatriz de este ejemplo predetermina precisamente el tér- 
mino “exponencial” que se usa en la teoría analitica de enumeraciones de 
las permutaciones. 
trmo», Hállense el nu 


erador exponencial, el numerador exponen- 
cial reducido y la función generatriz exponencial para las -permutaciones 
de 11 elementos con repeticiones, donde cada elemento ha de aparecer por 
lo menos una vez. 

Para este caso, en las condiciones del ejemplo 7 tenei 
«A, por consiguiente, cl numer: 


nos A, = N i= l, 
dor exponencial reducido tendrá la forma 


eT a e Į (xpa) =- 1). 


ret aet 


Pn Xa 


Ahora podemos escribir la función exponencial generatriz: 


PU, I i Dea ai (pee » 
t-o 
En A Sy 
PIN 


19 ¿Ja -AY, 


los números correspondientes, por lo tanto, son iguales a 
S 
pin n= Dyo Go -ky an 
žao 


Por fin, el numerador exponencial puede ser determinado con ayuda del 
operador lineal Y: 


PL Xz, 


Da 0 Y] | e-n. 
Ea 
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Ejercicio 13. Hállense cl numerador exponencial, el numerador exponencial reducido y 
la función generatriz exponencial para las r-permutaciones con repeticiones de n elementos, 
donde cada clemento puede aparecer sólo un múmero par de veces. 

La función generatriz de Dirichlet para una sucesión de números 
a = (a, az, ...) es una serie formal 


DAD - 


Determinemos, igual que lo hicimos anteriormente, las operaciones de 


adición y multiplicación para estas serics. Se llamará suma de Da(1) con 
Dolt) a la serie 


Dali) + DAD = DAD = Dy E 


donde c, = a, + b,, y producto de las series mencionadas, a la serie 
siguiente: 

d, 
F 


DAO x DO = Dale) = P, 
T 

donde 
d, = Y ab, = Earb 

Aron 
(la adición se realiza según los divisores enteros 7). De aqui se ve con facili- 
dad que O = (0, 0, ...) define el cero con relación a la adición; e = (1, O, 
0, ..) define la unidad con relación a la multiplicación: D(f) = 1; el cte- 
mento inverso respecto de la multiplicación Ds '(/) se busca a partir de la 
igualdad 


D(t) x Di (0) = DAN = 1, 
o bien, que es lo mismo, del sistema de ecuaciones: 
aai = i, 
mai + aai = 0, 
aai + aaj = 0, 
asai + mai + mai 


de donde tenemos, cn particular: aí = —— , ai = =—p, 4i = -— 
ma aj ai 


a= de etc., es decir, es necesaria y suficiente la invertibilidad 


del elemento a. No es difícil comprobar que la totalidad de funciones gene- 
ratrices de Dirichlet es también un anillo. Si definimos la multiplicación na- 
tural de la serie D(f) por un número real, dicho anillo será el álgebra R(1) 


so 


sobre el campo R. El álgebra de Dirichlet D(R) de sucesiones 
Ja primera, se determina de un modo análogo. 

La noción de función generatriz de Dirichlet surgió en la teoría de los 
números, donde es de amplio uso la zeta función de Riemann: 


D s rs 


» isomorfa a 


Las tres formas de las funciones generatrices introducidas más arriba 
son fundamentales para el análisis combinatorio, pero están lejos de ser 
únicas. La diversidad de las formas que tienen funciones generatrices, se de- 
be a los diversos planteamientos de los problemas. Veamos, como ejemplo, 
un problema sobre la construcción de las funciones generatrices para aloja- 
mientos y llenados, a saber, el problema del tipo (42) (véase $ 1.4). 

Se tienen un n-conjunto de diferentes elementos y un m-conjunto de dì- 
ferentes células de especificación (m, Mz, ..., Mm). Se requiere construir la 
función generatriz para el número de alojamientos de » elementos en sm cé- 
lulas. Supongamos que el simbolo 


O 


significa que en la ¿ésima célula se alojan m elementos, i= 1, „u, m. 

Si n = 1, es decir, si se tiene sólo un elemento, entonces el correspon- 
diente símbolo de alojamiento es x,, Siempre que el elemento está colocado 
en la ¿ésima célula, 1 = 1, ..., m. De conformidad con la regla de la suma, 
la posibilidad de alojar un elemento en cualquiera de » células se describe 
por el polinimio 


AHAH o E so 


Si se tienen » elementos, de los cuales cada uno puede ser colocado en 
cualq de m células, entonces el polinomio correspondiente será 


Lada 


tar 


mientras que la correspondiente función generatriz se representará por una 
función exponencial 


ES 4 E 
EN SI E Ar = expli > 0) - 
ini 


neo 


a (2a) = ii expla). 


e. 


Si se trata sólo del número de alojamientos posibles, suponemos xi = 1, 
i= 1,2, m, y, en este caso, la función generatriz adopta la forma. 


E(D = expun). 


y si 


De acuerdo con el teorema polinomial tenemos: 


de donde obtenemos que el número de alojamientos de n diferentes clemen- 


tos en m diferentes células con una (m, M2, ..., M)-especificación será igual 
a 


2.3, APARATO OPERACIONAL MÉTODO 
DE FUNCIONES GENERATRICES 


El uso de las funciones gencratrices, permite enfocar con un grado sufi- 
ciente de generalidad problemas combinatorios del tipo enumerativo. Sin 
embargo, las funciones generatrices, construidas para diferentes tipos de 
muestras resultaron ser, en la mayor parte bastante engorrosas. Por esta ra- 
zón, para una notación más cómoda de las funciones generatrices se cm- 
plean operadores especiales, cálculos simbólicos y números y funciones 
especiales, 

Sea una sucesión a = (4, m, ...), la que se escribirá de otro modo: 
a = a(n), es decir, como función de un argumento de número entero 
n(n = 0, 1, 2, ...). Para el conjunto de sucesiones (a(1)] se emplean con 
mayor frecuencia los siguientes operadores especiales: 

a) el operador de desplazamiento 


Ea(n) = a(n + 1), n = 0, 1, 2, .., 
E7la(m) = a(n — 1), n = 4, 2, E` 'a(0) = 0; 


b) ct operador de diferencia A: 
Aa(n) = a(n + 1) — afn); 
c) el operador mediador 8: 


aln — 1) + aln + 1) 
Ae ngemi 


Estos operadores están unidos por medio de ciertas relaciones, por ejemplo: 
Aa(n) = (E- Dal), 
ĉa(n) =3 (E + E` halm), 


donde / es un operador idéntico. 

Las reiteradas aplicaciones de los operadores a los elementos de la suce- 
sión pueden conducir a ciertas fórmulas útiles y cómodas, Por ejemplo, de- 
notemos con n” una sucesión con término general a(n) = n”. La notación 
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baln) = n= 1, 2, ..., ŝa(0) = 20 . 


Ln", en la que L es un operador lineal en el conjunto de sucesiones se enten- 
derá como (La)(»), donde a(i) = n". Entonces, 


E"(0) = m; EMO) = n"; AO = 1° ~- O = 
Awr- AWF-Y, 


cte. Los mimeros A"0" llevan el nombre de De Morgan. 

Como un ejemplo de empleo de los operadores en las fórmulas combi- 
natorias aduzcamos el problema sobre el número de r-permutaciones con 
repeticiones de un n-conjunto a condición de que cada elemento aparezca 
no menos de una vez. 

Reduzcamos el número p(n, r), obtenido en el $ 2.2, a la forma (11) del 
modo siguiente: 


pin, r) = y (Me Da — iY = ELO DET = 


imo iza 


= 80, 


¿yO 


Demostremos que 


TENSA 


'= "2 (o Dn ~ iy - 


imo 


> y (5 Da = iyi. 


En electo, 


ao''= Le in- 


izo 


El primer sumando no es otra cosa que nA”, lo que se deduce con toda 
evidencia de lo expuesto anteriormente. En lo que se refiere al segundo su- 
mando, está claro que al realizar la sustitución / = j + 1, obtenemos 


A me 
Aena Ni -2(4, ¡Jena =j- u+) 
faa Ja 
a A A E 
i ga a-a A q 
Jeo 
wai 
= lO era EN A 
Je A 
Ejercicio t. Demuéstrese que el número de mutaciones de n elementos con repeti- 


ciones pares (incluido 0) itiamtadas es igual a 8% 
Las repeticiones frecuentes de las mismas expresiones condujeron a la 
aparición de números y funciones especiales. Los números especiales, por 
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ejemplo, se descubren y vuelven a descubrir cn los diferentes apartados de 
las matemáticas: en el cálculo de las diferencias finitas, en la teoría de los 
números, en la teoría de las probabilidades y en la estadística matemática. 
He aquí algunos datos sobre dichos números. 

Analicemos la factorial inferior (1), = f(t — 1)..(£ — n + l) como una 
función generatriz: 


(Ma = sa kyt, n>0. 
ao 
Los cocficientes s(n, 4) en este desarrollo se denominan números de Stirling 


de primer género. Por cuanto (f); es un polinomio de grado k, entonces, 
podemos desarrollar /" según el sistema de polinomios (Do, (Ds, ~ (Qu: 


= $ sin Kid, n>0. (0 


4-0 


Los coeficientes S(n, A) se denomina 
ro. Realicemos una definición ad 


(Do 


Los números.de Stirling se encuentran en muchos problemas. Volvamos, 
por ejemplo, al problema examinado más arriba sobre el número de n- 
permutaciones con repeticiones de k elementos a condición de que cada ele- 
mento figure en las muestras mencionadas por lo menos una vez (véase el 
ejemplo 9 del $ 2.2). Resulta que la función generatriz en este caso tiene la 
forma 


ey -È( )- ne: =i -Èi pS El je- Dk- 


120 


números de Stirling de segundo géne- 
para ambos géneros de números: 


® = s(0. 0) = S(0, 0) = 


ior 


Recordemos que este problema admite su interpretación como un problema 
sobre el número de alojamientos de n diferentes elementos en k células dis- 
tinguibles tales que no queden células vacías. Para cualesquiera f >7 natura- 


les tenemos 
Agr 
= E0" = (1 + AYO" = 5G jera o E A 


*=0 4-0 


DI 


k=0 


puesto que 4*0" = 0 para k>n (A*0" cs el número de -permutaciones de 
k elementos con repeticiones, donde cada elemento figura no menos de 1 
vez). Por cuanto el polinomio de grado n cuenta con » raíces, entonces la 


s4 


igualdad 


Z k 
co SE 


2-0 


será válida para todos los valores reales de £. Al tener presente el desarrollo 
(1), obtenemos 


A*0" = k! S(n, k). 


Esto quiere decir que el número de alojamientos de n elementos diferentes 
en k células distinguibles, cuando ninguna célula queda vacía (problema del 
tipo (4)), es igual a A! S(n, k), y el correspondiente número para las células 
indistinguibles (problema del tipo (C)) (o lo que es lo mismo, el número de 
particiones de un n-conjunto en K partes no vacías) es igual a Sín, k). 

Los números de Stirling se encuentran a menudo en los razonamientos 
combinatorios, por lo cual daremos a conocer algunas observaciones más. 

Se pueden obtener recurrencias útiles para dichos múmeros, por 
ejemplo: 

W de (Dura = U- Ua se deduce 


SA K) — sk — 1) — nsin, K) 


Sni 
D sta o = 


2-0 


DS AN si + KOWD, 


4.0 


brit si ASTON 


x.o 


de donde obtenemos 
Sin + 1, K) = Sin, k 1) + KSU k) 


Cou una de las dos expresiones 


Uhe sa AN, 
¿o 


Sta, ANO 


sustituyamos la otra: 


» & na 
= SMA) X sik, mu” Y) Y) Stn, sk, my". 
PS mza ao mao 


Al igualar los coeficientes de las m 


mas potencias de /, obtenemos 


D Stn Astk, m) = bnm = [ 1, si n = m, 


0, si n om, 


El número Ôn, m 
He aqui u 


c denomina delta de Kronecker. 
información acerca de los vtros numeros especiales. 
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Se llaman de Fibonacci los números f(n), donde 
SO = AD = 1, An) = fin 1) + Ain — 2), 122. 
Su función generatriz tiene la forma: 
FO =14 1420 +30 4 SÓ 4 80 + 19 + 


Si se toma en consideración la relaci 
expresión analítica para la función get riz; 


F) = 1 A t H U) + AO? 4 in Dafa 2) 
=1+ (+ DE, 


mM re 


urrente, llegamos a la siguiente 


de donde 
FO =0-14- Py, 
Esta función puede ser representada también en la forma 
F) = (1 = a04 = bT’, a) 
donde « y b se hallan de las corretaciones 


ar+b=1l,ab=-=i, 


de donde 
La Ys -1-y5 
E ES 
Al desarrollar (2) en fracciones simples, obtenemos 
N= 8 1 y5 


dd 


(a y B se hallan por el método de coeficientes indeterminados). De aquí ob- 
tenemos la fórmula de Binet 
2N 


vš n 
An) = aa" a pb" = A de i y p. : 


Los números de Fibonacci forman una sucesión específica que se cn- 
cuentra a menudo en los problemas combinatorios. Por ejemplo, el número 
de Fibonacci f(1), n>1, es el número de (1 — 1)-permutaciones de ceros y 
unidades que no contienen dos ceros seguidos. 

De perfeccionamiento ulterior del aparato de funciones generatrices sir- 
ve el empleo del cálculo simbólico de Blissar. Demos a conocer la versión 
rígida del mismo que se basa en las ideas de Mullin y Rota [43] referentes 
a la utilización del aparato de operadores lineales con el objeto de funda- 
mentar cl cálculo de Blissar. 

Recordemos que un operador lineal que actúa de un espacio vectorial 
en el campo sobre el cual está construido dicho espacio se denomina fun- 
cional lineal. 
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La idea fundamental del cálculo de Blissar consiste en la operación “de 
alzamiento de los subindices”: la función generatriz exponencial 
a 
En = Dy r 


per 


de una sucesión a = (a, a; ...) se sustituye por la serie 


Ze 

a 
ano 
y después de realizar las transformaciones indispensables con la participa- 
ción de esta serie, las potencias se sustituyen de nuevo por los subíndices 
(en lugar de a” escribimos a). Con el fin de fundamentar estas transforma- 
ciones introduzcamos el álgebra R'(a; 1) = (Rla))' [19] de series exponencia- 
les formales con los coeficientes en el álgebra de polinomios R(a] de la va- 
riable a, y la funcional lineal Lu: R[a)>R tal que Loa” = an, prolongada, 
naturalmente, hasta el operador lincal La: R'(a; 1) +R'[10), de suerte que 
Luexplal) = Ealt). 

wemeto 1. Veamos una sucesión de los números de Bernoulli B = (Bo, 
Bı, - +), definida por su función exponencial 


cxplat) 


Entonces, para la funcional lineal Lp: R[B]>R tal que LyB” = B,, tenemos 


Ly exp(Br) 3) 


De aquí tenemos 


1 = Loles + DO = WB) = La ( DU a D" = 2) 5) 


(250%) f= 5803 os 


y obtenemos, de este modo, la fórmula recurrente 


A 
(a - {ansa 

r)” T lo para n = 0, 2, 3, 4, 
zas 


Sustituyendo en (3) £ por —1, obtenemos 


Lu exp(—B1) = = La expU(B + 1)1). 
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igualando los coeficientes de las potencias de x, tenemos 
La(B +17 = Lu(—BY, 


S (2) om. W 


r-o 
De (3) y (%) obtenemos, ahora, que B. =(-D'B, para nl, y 
B,=—B, — 1. Por consiguiente, B= ~ 1/2, B, = Bs = B; = . . 


Ejercicio 2. Demuéstrese que en el álgebra R* (a; 1) tienen lugar las propiedades de permu- 
tabilidad de los operadores lineales D, Í y Lu: 


1. Dle = LoD; 

2 fle = Laf. 

Analicemos ahora el caso cuando en las expresiones que se consideran 
participan dos sucesiones a = (ao, a1, .. -) y b = (do, bi, . . .). Entonces, 
para cada una de ellas construimos su funcional line Man, Y Lo: 
b"— bn (trabajamos ya en el álgebra R*(a, b; 1) = (Rla, d))*[(1]] con polino- 
mios de dos variables que actúan en calidad de coeficientes). Veamos, por 
ejemplo, la sucesión e = (co, ĉi, - . -) que representa su convolución bino- 
mial. Suponiendo que Lu(p(D)a”) = p(b) Laa” para cualquier polinomio 
P(b) (y, análogamente, para Lo), tenemos 


as lejos = DS AS = Lalola + bY". 
keo ren 


Introduciendo la funcional lincal Le: c”=>c,, obtenemos de aquí 
Lec” = LaLola + b)". 


es decir, 


Para el producto de funciones generatrices exponenciales correspondientes 
tenemos 


La explet) (N) = RANDEN = 
= Lala cxplat) exp (D1) = Lula exp (a + b)i). 


La dificultad principal del cálculo clásico de Blissar consistía en que, al con- 


siderar la convolución 
> Asi 
q) a 


kao 


después de alzar los subíndices: 
NS 
L) 
4-0 


se 


era necesario prohibir la multiplicación a*a"~* 
operación conduciría a un resultado absurdo: 


jar. 


2-0 


, puesto que dicha 


"a. 


ndo las ideas de Guinand [44], esta posibilidad la eliminamos 
aquí exigiendo que, al alzar los subíndices de las convoluciones de las succ- 
siones iguales, se introduzcan para ellas diferentes variables. En el caso da- 
do tomamos La : a”—>an y La. : (a')"—an. Entonces 


(Ja: = Lalola + a'y". 


4=0 


EJEMPLO 2. Demostremos la identidad de Euler para la suma de los pro- 
ductos de los números de Bernoulli Bu: 


-(Qn + DBan 


Esta identidad puede reescribirse en la forma 


PRE D les BBm -s = (1 — Bn (5) 
1.0 


(cuando z» es impar, los miembros primero y segundo son nulos). Introduci- 
mos las funcionales lineales Ly : B"=>B,, y La, : B'"—=Ba, entonces (5) 
puede escribirse en la siguiente forma: 

Lale AB — B')” = (1 — MILaB"”. (6) 


Analicemos la función gencratriz exponencial para el primer miembro 
de (6): » 
Loto. DB BY" E 


mi 


= Lula. exo((B — BM) = 
meo 


e 
= LaLa. exp(Bt) exp (-B"1) = 4 E 


( 


y 


AL O) = Lali — B0 exp (Bi) = 


) = ta( 20 = mB" = 


'm=0 


De aquí obtenemos la identidad (6), lo que se trataba de demostrar. 
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Ejercicio 3. Demuéstrese la siguiente identidad para los números de Bernoulli: 


SN w (2) nm a= 0 = miie 


lesarrollo de la teoría y del aparato de las funciones generatrices con- 
dujo a la introducción no sólo de las series de potencias, sino también de 
los análogos del teorema de Taylor: en otras palabras, a la expresión de las 
funciones generatrices en términos de sus derivadas. Sea dada una función 
compuesta A(t) = /(£(0), g(0) = u. Introduzcamos las designaciones para 


las derivadas de esta función: 
d = 
ar =P DAIN) = Am 
¿o = Du, DUO = 8m DIe ato = Sa 
entonces tenemos en estas designaciones: 
A = figu 
Mr = figa + hst, 
As = figs + Yagit hel 


donde An, x sólo dependen de g, (i = 1, 2, ...... 1) y no dependen de fe. Eli- 
jamos para la función f una forma que sea próxima a las funciones genera- 


trices exponenciales; hallemos, además, una expresión cómoda para An, r. 
Sea 


SE) = exp(ag), a = const 
Entonces 


Ja at explagd, 2 = 80), 


Am algu Br -o o gadu" = e DIE = Anka; gigas «++ En), 
k 


donde el segundo miembro es una notación abreviada del primer miembro 
de la igualdad. La expresión para Al, se escribirá del modo siguiente: 
An = LjAnlf; Bi Em 20d) LIS kaol, 
De acuerdo con la definición de A(f), agreguemos: 
Ao = fh = A. 


Los polinomios A.(a; 81, 82, + » » Za) (o bien, a veces, su forma particular 
para a = 1) llevan el nombre de polinomios de Bell; en las designaciones de 
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Bell An = (l; Yi, Jas +. Ya) =Y O Yz, -- -s Ya) 20 DP e, y= yx). 
Dichos polinomios resultaron ser un medio operacional importante en la 
matemática estadística, y luego en la teoría combinatoria. 
Hallemos una relación recurrente para los polinomios de Bell. Introduz- 
camos la designación abreviada 
Anla) = Anla; 21, -- + En)» 


Entonces 


Ansila) = e" *D* (de) = e” “aD”(gie”). 


De aquí, con arreglo a la fórmula de Leibniz sobre la diferenciación de un 


producto, tenemos 
y 6) Anillas = 


A (Jeroen, se, 


kmo kao 
= LaelsaglAla) + el”, 0) 
Lal Ala) = Arta), Lag" = gu, k=0,1,2.. 


Veamos ahora la serie 


Ana) 


00) = D yea E 
ASÍ 


y la función generatriz exponencial para los polinomios de 


PO = Panta) = 


nao 


De (7) obtenemos 
c) = aC), 


de aquí, integrando esta ecuación, obtenemos 


F(x) = cxplaG(x)). 


Anta) = 


donde k = kı + ... + Ka, y la suma se toma por todas las soluciones en 
números enteros de la ecuación kı + 2k +... + nka = n. Y, por fin, ob- 


tenemos la expresión 
ý s 
3 mf j gn y” 
an= Dt N ) šis (5) » 


que se conoce como fórmula de F. di Bruno 


An 


st 


2.4. SOBRE LAS APLICACIONES DEL MÉTODO 
DE FUNCIONES GENERATRICES 


Según lo dicho más arriba, el método de funciones generatrices se aplica 
para resolver problemas de carácter caumerativo, es decir, cuando se deter- 
mina el número de objetos en cierta clase. Los razonamientos combinato- 
rios inmediatos análogos a aquellos que ya se usaron en el cap. | jugaban 
y siguen jugando gran papel en calidad de métodos principales, mas las fun- 
ciones generatrices introdujeron consigo una mayor generalidad de juicios 
y ampliaron el dominio de las aplicaciones posibles del análisis 
combinatorio. 

Históricamente las circunstancias tomaron un cariz tal que los métodos 
combinatorios se aplicaron, ante todo, en la teoría de las probabilidades y 
en la estadística matemática. Y esto cs bien explicable. En la moderna teoria 
axiomática de las probabilidades estas mismas se interpretan sólo en rela- 
ción con los espacios de los sucesos elementales. Los últimos son conceptos 
originarios no definibles y se interpretan como conjuntos puntuales. Si un 
espacio de sucesos elementales se compone de un conjunto finito O nume- 
rable de puntos, dicho espacio se denomina discreto. 

Todo el aparato de investigación de los espacios discretos de sucesos ele- 
mentales es, cn esencia, combinatorio. Más aún, podemos hablar sobre las 
interpretaciones teórico-probabilísticas de una parte determinada del análi- 
sis combinatorio. 

Efectivamente, las r-muestras pueden ser interpretadas con ayuda de di- 
furentes esquemas de urna. Los casos en que se admiten repeticiones de los 
elementos en las muestras, corresponden a los esquemas de urna con retor- 


no. Las funciones generatrices de la forma 
Y pit 
ES 
donde 2 m- 12430, G + 3) intervienen en la teoría de las 


e 
probabilidades, cuando una magnitud aleatoria X (una función sobre cl 
conjunto de sucesos elementales) puede asumir los valores xi, i = 1,2... 
s, con las probabilidades pj, i = 1, 2, ..... 3, respectivamente, Una de las 
funciones generatrices más simples en la teoría de las probabilidades está 
asociada con el lanzamiento de una moneda y con otros sucesos que pueden 
tener dos resultados; 


PO=q+pbL p+q P, q>0 


(la magnitud aleatoria toma el valor O con la probabilidad q, y el valor } 
con la probabilidad p). La función generatriz de lanzamiento de un dado 
hexaedro con las caídas equiprobables de puntos tiene la forma 


ES 
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Sca X una magnitud aleatoria que toma los valores 0, 1, 2, ...., s con 
las probabilidades po, Ps, pz, Dr, respectivamente; supongamos que Xz 
es otra magnitud aleatoria que toma los valores O, 1, 2, . . ., 7 con las proba- 
bilidades pé, pí, Pé, - . ., p⁄ respectivamente. Sus funciones generatrices 
serán 


D y Dot. 
ES ro 


Si dos sucesos son independientes, entonces la probabilidad de su aparición 
simultánea es igual al producto de sus probabilidades. La correspondiente 
función generatriz de la magnitud alcatoria bidimensional (X,, X2) tiene 
por expresión: 


Popó + (Piıpó)t + (pop + (apit +... + (Ppt = 
= E ar) p picor). 


o «o 
Si analizamos la distribución de la suma Xi + Xz, entonces / = 1”, y el pro- 
ducto tiene por expresión 


( z ni) ( z it) F Popó + (Popi + PIpóM + 
T % 
+ (pi + Popi + Rp 


Esta construcción se extiende con facilidad a las distribuciones de n magni- 
tudes aleatorias independientes. En particular, para » pruebas independien- 
tes (con 2 resultados) la función generatriz del número de resultados de una 
forma determinada será 


PH = (q + p", P+qg=1, p, q>0. 


En la teoría de las probabilidades pueden emplearse también funciones 
generatrices de tipo algo diferente. Por ejemplo, supongamos que cuatro 
partículas entran volando en una cámara, donde se encuentran centros de 
atracción con fuerzas proporcionales a 8:9:11:12, Diremos que la función ge- 
neratriz de las probabilidades de distribución de una partícula por los 
centros es 


8 9 LLI 12 
r adr anar Aoir A 


En tal caso, sì se asegura la independencia de las particulas, la función gene- 
ratriz de las probabilidades de caída de las cuatro particulas tendrá por 


expresión: | 
pr pr or o 
II ci ir E 
pa 
Si nos interesa sólo cuántas partículas caen en los centros dados, la función 
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generadora correspondiente será 


E, A AN (1) 
k ba b i 

Por ejemplo, la probabilidad de que las particulas c: 

ferentes será igual al coeficiente de (,£26%s en (1). 
Los problemas combinatorios de alojamiento en su interpretación 

ieórico-probabilística conducen a la introducción de las nociones de mo- 

mentos. Sea dada una distribución de las probabilidades, es decir, una 

sucesión 


an en los centros di- 


0<54<l;¡=0,1,2,..5 Nor=L 


o 


Do, Pis Par +. 


Para la distribución citada pueden introducirse momentos de diferentes 
tipos: 
a) momentos ordinarios 
m= >) j'a 


k=0,1,2,..., en particular 


Mo =p PA PA 
m =p + 2 + 3p. 


Los momentos ordinarios se identifican con las esperanzas matemáticas: si 
está dada una magnitud aleatoria X con distribución (f(x%)} y si la esperan- 
za matemática de la magnitud A” (r> 0) existe, ésta se llamará momento de 
r-ésimo orden para X; 

b) momentos factoriales: 

(m)= 2 Uh 
a 

donde Uh = jG — 1)... U-k + 1), K = 0, 1, 2, . x; lu designación (i)e 
se debe a que (m) = Lumim— 1). . 4m- k + 1), donde Lahn’) = mi, 
con la particularidad de que 1, es un momento ordinario de i-ésimo orden; 

€) momentos binomiales: 


a: 
B= 2 (i)e k=0 t... 


j= 


Entre los momentos (m) y B: existe una relación evidente: 


(de 
B; = E 
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Es obvio que la expresión de los momentos factoriules a través de los ordi- 

narios genera los números de Stirling de primer género, y la expresión inver- 

sa, los números de Stirling de segundo géne 
d) momentos centrales: 


Me = Laim — m), Lalm) = me, 1=0,1,2... 


o bien, de otro modo, 


f 
M= D (rmy. k=0,1,2, 
PE 


El más simple es el segundo momento central llamado de otro modo varian- 
za: Ma = m — mí. La idea principal que condujo al análisis de los monien- 
tos centrales consiste en que en lugar de la misma magnitid aleatoria se exa- 
minan sus desviaciones del valor medio. 

He aquí algunos tipos de las funciones generatrices que se usan con ma- 
yor frecuencia en la teoría de las probabilidades: 

a) para Ja distribución de las probabilidades: 


PO = al; 
T 


b) para los momentos ordinarios; 


mi) = Lmexp(mi) = D jm 


x 


5 Lml(m*)= m, k=0,1,...; 


c) para los momentos factoriale: 


On) = Hon Ye va 
x 


d) para los momentos binomiales 
BO) = Mé 
a 


c) para los momentos centrales: 
o 
MO = Lacexo(M0 = DM Ly Lal) = Mes k= 0,1, 
A a 


Las operaciones de carácter formal sobre diferentes funciones generatri- 
ces conducen al descubrimiento de varias relaciones útiles, por ejemplo: 
1) m(t) = P(e’). En efecto, 


mO =F yra T aS a ta y id pe” = Ple’, 
k k i i k i 
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2) (mX) = PQ 4 0), lo que se ve de las siguientes igualdades: 


(MO = Soma Le Nou a 
E ra 
IN A! LD 0 ETET 
x A 


A 


2.5, TEORÍA DE REDFIELD—POLYA 


El tipo de funciones generatrices depende de las condiciones concretas 
en que se plantean los problemas y su construcción es, en cierto grado, un 
arte, Durante mucho tiempo no existía un enfoque regular respecto a la 
construcción de las funciones generatrices. En este sentido han hecho pasos 
considerables Redfiell y Polya, que claboraron el método de construcción 
de las funciones generatrices para objetos combinatorios no equivalentes de 
tipo bastante general. A los objetos enumerados se les atribuían pesos, 
mientras que la noción de equivalencia se introducía por medio de un grupo 
de sustituciones. Aclaremos esta cuestión detalladamente. 

Veamos un grupo G de sustituciones de los elementos de un n-conjunto, 
es decir, un subgrupo de un grupo simétrico S,. Cada sustitución engendra 
la partición del n-conjunto en ciclos, es decir, en subconjuntos cuyos ele- 
mentos son cíclicamente permutable: lad de elementos en un sub- 
conjunto se denomina longitud del ciclo. Supongamos, por ejemplo, que la 
sustitución g tiene k; ciclos de longitud 1, kz ciclos de longitud 2, etc. Enton- 
ces suele decirse que la sustitución posce estructura cíclica (kı, Ko, .. .) y 
se le pone en correspondencia un monomio p(g) = (f, 42... . Se llama 
Indice cíclico del grupo G la media de tales monomios tomada de todas las 


geG: es 
= jali Nah... 
101 zo. 


Palt, la, « 


esembro, Basándonos en la fórmula (4) del $ 1.3 para el número de sus- 
tituciones que poseen estructura cíclica dada, encontramos el índice cíclico 
del grupo simétrico S, para todas las sustituciones del n-conjunto: 


ES 


Ps, (lis tas << in) = Lery 


d n! 
D NEDEN Li ay" 
a ne is Md e E 
donde la sumación se realiza respecto de todas las soluciones en números 
enteros no negativos de la ecuación l-kı + 2-k2 +... + nka = n, o bien, 


hablando de otro modo, respecto de todas las particiones del número n. 
A todo grupo de sustituciones se le puede asignar su índice cíclico de 
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un modo único. Una afirmación contraria no será, sin embargo, cierta. En 
1937 Polya construyó dos grupos no isomorfos de sustituciones de orden 
pP’ (p>2, primo) con iguales índices cíclicos. 

Sean dados un conjunto finito D y un grupo finito G con su aplicación 
homomorfa 7 en un grupo simétrico de sustituciones del conjunto D, es de- 
cir, a todo g€G le corresponde una sustitución xy del conjunto D, y 
Tes’ = TT, (para cualesquiera g, g”€G). No se requiere que la aplicación 
x sea un encaje. 

La equivalencia de los elementos del conjunto D se introduce por medio 
del grupo G: 


did: (di, d:€D), 


si existe un elemento gEG tal que red, = dz. Todos los requerimientos de 
equivalencia se cumplen en esta defi n. En efecto: 

a) d~d para todos los deD, puesto que xe, donde e es un elemento uni- 
dad de G, es una sustitución idéntica; 

b) de di ~ dh se deduce dz ~d, por cuanto de la condición de homomor- 
fismo se desprende que si g 71, entonces Ty. = (12) 

0) de di ~ eh y di= dy se deduce que di ~c, puesto que 
Tardi = dy, entonces Terg = xy (midi) = ry'ch = dy. 

En virtud de la definición de equivalencia, el conjunto D resulta ser par- 
tido, con ayuda del grupo G, en clases de equivalencia (conjuntos transiti- 
vos). Los elementos son equivalentes, si y sólo si integran una misma clase 
de equivalencia. 

Lema de Bernsaid. El número de clases de equivalencia definidas por 
el grupo finito O que actúa sobre el conjunto finito D es igual a 


1éT Dive, 


xG 


aydi = dz y 


donde | G| es el número de elementos en G; Y(g), el número de elementos 
en D, que son invariantes respecto de my, es decin tales que myd = d, 
mientras que la sumación se hace de todos los elementos geG. 

Esta afirmación se anunció por primera vez en las obras de Cauchy, Fro- 
benius y Bernsaid. 

Demostración. Veamos todos los pares (g, d), para los cuales zgd = d 
(g€G, deD) entonces: 

a) podemos fijar g y contar cuántos «/ existen, para los cuales 1, d= d; 

b) para cada d fijo calculemos todos los g, para los cuales xd = d; de- 
signemos los números obtenidos con y(d). Está claro que 


gas D wo. 
ES & 


Los elementos g€G que fijan d forman un subgrupo Ga del grupo G: 
[Gal = xd). 
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Si tomamos otro clemento de la misma clase de equivalencia dı ~d, en- 
tonces el número de clementos g, para los cuales myd = di, será también 
igual a |Ga|. Efectivamente, se tiene un elemento h€G, para el cual 
xad, = d, y, por tanto, de que mgd = d; se deduce que hg€Ga. Así pues, el 
grupo G puede ser partido en subconjuntos disjuntos en cada uno de los 
cuales habrá | Ga] elementos (un subgrupo Ga en cada clase contigua iz- 
quierda del grupo G): cada subconjunto corresponde exactamente a un solo 
elemento de la clase de equivalencia, en la que figura el clemento d. De 
aquí, para hallar (d), se debe dividir | G | por el número de elementos de 
la clase de equivalencia a la que pertenece d. Sumamos: a) Yn(d) = |G |, 
si la suma se toma de todos los d que integran una misma clase de equiva- 
lencia; b) la suma J (d) es igual al producto de |G| por el 


número de clases de equivalencia, de donde se desprende el resultado que 
tratábamos de demostrar. 

Hemos introducido, pues, el concepto de equivalencia para los elemen- 
tos a través de un grupo de sustituciones y hemos deducido la fórmula para 
el número de clases de equivalenci 

Introduzcamos la relación de equivalencia para las aplicaciones. Sean 
dados los conjuntos finitos D y R. Designemos el conjunto de todas las 
aplicaciones de D en R con R”. El número de estas aplicaciones es igual 
a |R| !”1, puesto que para cada deD existe | R| posibilidades indepen- 
dientes para la imagen. Supongamos que se dispone de un grupo G de susti- 
tuciones del conjunto D. Las aplicaciones fi y fz son equivalentes (/ —J2), 
si existe una sustitución geG tal que f(gd) = fa(d) para todos los deD, o 
bien fig = fa. Las condiciones de equivalencia son: a) f~ f; b) si fi ~fa, en- 
tonces fa €) si fi ~fa y fa~ Js, entonces fi ~fs se cumplen todas. La pri- 
mera condición se deduce de la existencia en G de una sustitución idéntica; 
la segunda, de que junto con g figura en G también g” '; la tercera, de que 
si g1€6 y g2€6, entonces g181€6. 

La equivalencia de las aplicaciones introducida de este modo parte el 
conjunto R? en clases de equivalencia (modelos). 

Introduzcamos ahora los pesos. Estos darán la posibilidad de enumerar 
las clases especiales de los objetos combinatorios. Al principio, a todo ele- 
mento reR se le asigna un peso wlr), donde «(r) es un elemento de a. 
conmutativo sobre el campo de números racionales. El peso de la aplicación 
WU), donde fER?, se define como un producto 


WO = A 
V = eva», 
donde f(d) es la imagen del elemento deD al realizarse la aplicación f, y 


“w(Td)), su peso. Las aplicaciones equivalentes tienen pesos iguales. En efec- 
to, si fig = f(g€G), entonces 


J eo) = JL etica) = [] evita). 
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La igualdad es obvia, puesto que tanto el primer producto, como el segun- 
do, difieren sólo en el orden de los factores. Por cuanto todas las aplica- 
ciones f de la clase de equivalencia F poseen un mismo peso, asignemos este 
peso a toda la clase /*, designándolo con W(£). La suma de pesos 


PEG] 
k 


de los elementos del conjunto R se llamará (siguiendo a de Bruijn) inventa- 
rio (inventory) del conjunto R y se denotará con inv D. 
Ahora podemos calcular el inventario del conjunto R? de aplicaciones 


191 
Inv R? Sw = (ga = (inv RN, 
FR 
Mostremos que esta afirmación cs cierta. En el segundo miembro tenemos 
| R |12] términos. Se puede establecer una correspondencia entre | D| 
factores y los elementos del conjunto D. La elección de un término de cada 
factor y la formación de un término del desarrollo se interpretan como la 
aplicación /:D= R. Pero, para cada f tenemos WU) = [] «/(d)), Todo el 


producto es igual a la suma de todos los WỌ), lo que se requería demostrar. 
Si consideramos el conjunto S de aplicaciones, constantes sobre los sub- 
conjuntos Dr, + . ., Dx, que forman la partición del conjunto 2, entonces 


A 
invS= JI D, 0) 
iek 


lo que se demuestra mediante un razonamiento análogo al aducido más 
arriba. 

Ahora, introducidos todos los conceptos indispensables, podemos 
enunciar el teorema básico. Se trata en él sobre el paso de los pesos de las 
funciones a los de los modelos (de las clases de equivalencia). 

Teorema de Polya. Sean 2 y R los conjuntos finitos dados, y G, un gru- 
po de sustituciones de los elementos de 12: supongamos, además, gue a los 
elementos rER están asignados los pesos wtr}; a las aplicaciones SER” y a 
los modelos (clases) /*, se les asi los pesos WU) y WU), respectivamen- 
te. Entonces 


WIF) = Pa . EPR Persji 

ZW = Pol Dod. BOD, 2 (at) 

donde Po es el índice cíclico del grupo G. En un caso particular, cuando 

todos los pesos son iguales a uno, el número de clases de equivalencia será 
PARE, (RI. 


Demostración. Elijamos de R?, es decir, del conjunto de todas las apli- 
caciones f:D=R, un conjunto S de aquellas aplicaciones, cuyos pesos son 
iguales, digamos, a w. Para f€S tenemos: WỌ) = w, y el número de clases 
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de equivalencia para el conjunto $ es igual a 


ir e. 


za 
donde Y.(g) denota cl número de aplicaciónes f, para las cuales 

WO) =w, f= felo bien g~ = f. 
En efecto, se ha demostrado que si g€G y fı = fag, entonces fi y Ja son de 
peso igual. Quiere decir, que si /1€S, también fig '€S. De este modo, a ca- 


da geG corresponde una aplicación xy del conjunto $ sobre si mismo que 
se determina por la correlación 
Tf = fa7?. 

Si dos clementos fi y fz del conjunto $ son equivalentes, esta afirmación es 
equivalente a la siguiente: la existencia del etemento g€G, para el cual 
Tafi = fi, es equivalente a la existencia del clemento geG, para cl cual 
Jı = fig. Ahora resta por alegar el lema de Bernsaid para convencerse de 
que el número de clases de equivalencia está determinado correctamente, 


Todas las clases de equivalencia que integran S tienen un peso igual a 
w. Por consiguiente, si multiplicamos 


161 2 


pera 


a(g) 


por w y sumamos respecto de todos los w, obtendremos 


Zro = q0] 22. 


> G 
Pero, es evidente que 


Eve = Sw, 


donde la sumación sc realiza por todas las f£R” que satisfacen la igualdad 
S = fg; quiere decir 


w 
. 2wa = 10] 220. o 


xG 7 
w 

Calculemos ahora J, WỌ). La sustitución g divide D en ciclos, La condi- 
T 


ción f = fg significa que 
AA) = fed) = fed = o y 
es decir, f = const para cada ciclo. Es cierta también la afirmación contra- 
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ria: toda aplicación /, constante en cada ciclo, satisface la igualdad fg = f, 
puesto que g(d) y d pertenecen siempre a un mismo ciclo. De modo que si 
Dı, Da, ..., Dx son los ciclos de g, entonces, según (1), tenemos 


w A 
ZWO =H ¿yr 


FEER 


Supongamos que la sustitución g es de estructura ciclica (br, bz, - 
tonces 


è 7 é 
Sp) = (Eso Zo) ÉS 
£ 


AR JER 


Al sustituir esta expresión en (2), obtenemos 


BIO h 
Zn- | e 2(2em) (nr) eak 
8 xt Mier sex 

lo que se trataba de demostrar. 
e teorema fue mciado por Polya en 1937, Más tarde se notó que 
el mismo teorema, pero en una forma algo diferente, fue publicado en 1927 
por J. Redfield (véase en (12)). Sin embargo, debido a una costumbre ya 
arraigada el teorema conserva el nombre de Polya 

Posteriormente dicho teorema fue demostrado basándose en suposi 
ciones generales. Según lo observado anteriormente, para las aplicaciones 
f:D-+R la equivalencia se introducía por intermedio del grupo G de sustitu- 
ciones de los elementos €D. Si añadimos el seguudo grupo H de sustitu- 
ciones de los elementos reR, la introducción de la equivalencia con ayuda 
de ambos grupos G y H se realiza del modo siguiente: dos funciones (dos 
aplicaciones) /1€R? y AER? son equivalentes: fi ~ Jz, si existen elementos 
EEG y heH tates que Aig = fa, es decir, 


Ailgd) = hfad) para todos de). 


tre otras gencralizaciones del teorema de Polya indiquemos 
que está ligada con el enlace de los grupos. Sean los grupos de sustituciones 
G y J para los conjuntos $ y 7, respectivamente. En el producto directo 
de los conjuntos $ X 7 formemos las sustituciones de un tipo especial. A 
saber, elegimos geG; para cada s€S elegimos un elemento A,€/7. Estos ele- 
mentos definen la sustitución: 


(s. N)=(e8s, hst), SES, tET. 


En total hay |G |-] A|1*! de tales sustituciones; ellas forman preci- 
samente un grupo denominado por Polya como enlace de los grupos 
(Gruppenkranz). 

La explicación acertada de los teoremas de Polya provista de ejemplos 
se da en [10]. El desarrollo ulterior ha enriquecido poco la teoría de Red- 
field — Polya y no la cambió en principio. 


n 


Como conclusión, aduzcamos un ejemplo no complejo que explica la 
aplicación del teorema de Polya. Se trata de la enumeración de los isómeros 
de las moléculas orgánicas de una estructura dada. Se consideran las molé- 


culas del tipo: ES 


| 
x—C—x 
l 
x 
donde C es un átomo de carbono, y en los lugares marcados con cruces 
pueden encontrarse: CH, (metilo), CzHs (etilo), H (hidrógeno) y Cl (cloro). 
Por ejemplo, 


CH; 
| 

Cl — C — CH; 
| 


Cl (diclorobutano). 

De modelo matemático de estas moléculas sirve un tetraedro en cuyo 

centro se dispone el átomo de carbono. El problema de enumeración de las 

moléculas se interpretará como problema sobre el número de clases de 
equivalencia D (para cuatro vértices): 


J: DR = (CH, C:Hs, H, Cl). 
El grupo G será un grupo de rotaciones del tetraedro compuesto por: 
una permutación idéntica de los vértices; 
ocho rotaciones en 120° alrededor de los vértices; 
tres rotaciones en 180° alrededor de los ejes que pasan por los centros 
de las aristas que no se intersecan. Entonces 


Paltu xa, 25) = [y Od + Bxu + 3d). 


Supongamos que todos los pesos son iguales a la unidad y obtendremos el 
número total de moléculas: 
Pol, 4, 4) = 36. 

Sustituyamos los tipos particulares de las moléculas de la estructura da- 
da: supongamos, por ejemplo, que se debe calcular el número de tales molé- 
culas, en las que no interviene el átomo de hidrógeno. En este caso para 
CH», C2Hs y Cl los pesos serán iguales a la unidad, y para H, a cero: 


Pol, 3, 3) = + (3! + 8-3-3 + 3-3?) = 15 moléculas buscadas. 


Para poder clasificar las demás 21 moléculas atribuyamos, como lo hici- 
mos antes, los pesos unidad a CH, C2H5 y Cl, y el peso H al átomo de 
hidrógeno: 


n 


PolH + 3, H? + 3, H? + 3) 7 (H HA I? + 3) A 


+ 3(H? + 3)) = H* + 3H? + 6H? + 1H + 15. 


Por consiguiente, existen: 1 molécula de CH« (metano); 3 moléculas con 3 
átomos de H; 6 moléculas con 2 átomos de H; 11 moléculas con ] átomo 
de H; 15 moléculas que no tienen átomos de H. 

La teoría de las funciones generatrices es la parte del análisis combinato- 
rio que mayor avance tiene en los aspectos teórico y práctico para la resolu- 
ción de los problemas prácticos. La composición y las posibilidades de esta 
teoría ya están bien determinadas. 
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Capítulo 3 Métodos lógicos 


En este capítulo describiremos procedimientos lógicos caracteristicos 
que constituyen la base de muchas demostraciones combinatorias. 


3.1. MÉTODO DE INCLUSIONES Y EXCLUSIONES” 


Sean dados un 1-conjunto $ de ciertos elementos y un N-conjunto de 
propiedades pr, pa, . . ., PN, COn la particularidad de que los elementos del 
conjunto pueden poscer dichas propiedades y pueden no tenerlas. Se re- 
quiere hallar el número de elementos que no posecen ninguna de las pro- 
piedades mencionadas. 

Elizamos una r-muestra de propiedades (Pi, Dias - + «+ pu). Designemos 
COn A, Pus +++ Pi) el número de elementos del conjunto S, cada uno 
de los cuales posce todas las propiedades elegidas. Denotemos con p la 
ausencia en los elementos de la propiedad p,. Así pues, el número de cle- 
mentos que, digamos, poseen las propiedades pı, Pr, ps, y no poseen las 
propiedades pz, pa, ps se escribirá en la forma n(p, Pa, P3, Da, Ps, Pe). 

,Examinemos al principio dos casos sencillos: 

a) se tiene sólo una propiedad p; entonces, evidentemente, 


n) = n - nip); 


b) sc tiene un número finito de propiedades Pi, Pa, . . ., PN que no son 
compatibles, tenemos, evidentemente 


x 
AOS 

Pasemos a un planteamiento más general del problema, cuando los cle- 
mentos del conjunto pueden poseer combinaciones de las propiedades com- 
patibles. En este caso tiene lugar el 

Teorema 1. Si están dados un n-conjunto de elementos y un N-conjunto 
de propiedades p; i = 1, 2, ..., N, entonces 

y 


nis Pa -a Pn Dn) + Y np, Pp 
i ii an 
— D ns Pa Pa) A + (MD nl, Drs a DN): (0) 


Lsi<j<A SN 


P Se conoce también bajo la denominación de método de criba, método lógico, método 
simbólico y principio de clasificación cruzada. 
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Demostración. Con el fin de obtener elementos que no poscan ninguna 
de las propiedades mencionadas, hace falta excluir del n-conjunto los elc- 
mentos que tienen la propiedad pr, luego, los elementos poseedores de la 
propiedad pz, etc., es decir, Yn(ps) elementos. En este caso, sin embargo, 


los elementos que poseen dos propiedades, digamos pı y pz resultaron 

excluidos dos veces (al principio, como poscedores de la propiedad pi, y a 

continuación, como poseedores de la propiedad p2). Quiere decir, que es ne- 

cesario devolver todos los conjuntos, cuyos elementos poseen dos propicda- 

des, o sea hay que añadir 3) n(pi, py) elementos. Mas, en tal caso los 
ES 

clementos que poseen tres propiedades, digamos pa, pz y py quedan 


incluidos, por lo cual se debe sustraer J> nm(pi pa px), elementos. 
Isi<Íix SN 


Siguiendo razonando de un modo análogo, obtendremos un algoritmo para 
calcular a(r, Pz, » - - py) el cual consiste en rechazar y devolver alternativa- 
mente los subconjuntos. A esto se debe precisamente una de las denomina- 
ciones del método; el de inclusiones y exclusiones. Vamos a seguir este mé- 
todo en adelante. 

A parte de los razonamientos sencillos aducidos más arriba, podemos 
realizar la demostración por inducción respecto de N. El teorema es válido 
para N = ]; 


np) =n — nip). 

De acuerdo con la formulación del teorema, podemos escribir también: 
ADi, Pz, PO = nOi Prs 0 PON) — MD Pis -u DN dy PN). 
Supongamos que el teorema es válido para M — 1 propiedades, es decir, 
n, Prs e Pua) = n = El + Ena ph- 

s sm KOO- Irsa i Poe 


Pasemos al caso en que se tienen N propiedades. Apliquemos la correla- 
ción obtenida para el número 16. Pa, - . » PN- 1, Pn): 


nOn Pa -> o Pw- ds PN) = nn) — Enpa ps) + 


HODY AUN, Pas ++» Pn). 


Idad de la anterior, llegamos a la afirmación del 


Al sustraer esta i 
teorema, 

El carácter de la demostración es tal que puede ser utilizada para cual- 
quier combinación de las propiedades. En el primer miembro de la igualdad 
demostrada puede figurar no sólo 1 (Pi, Pz, - - - Px), sino también, por 
ejemplo, (pr Ba, pa, Pa). En este caso el teorema se enuncia respecto a una 
totalidad de las propiedades pz y pa, con el cumplimiento obligatorio de las 
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propiedades pı y ps, del modo siguiente: 


Ms Ps Pa, Pa) = mps, P3) — Mr, pa, Pa) — 
= np Pa, Pa) + (Pis, Ps, Pa, pa). 


El método se hace más complicado cuando se introducen los 
los elementos. Al igual que en el cap. 2, no habrá limitaciones o precisiones 
algunas para el concepto de peso. Para nosotros los pesos son características 
numéricas de los elementos de los conjuntos definidas por las condiciones 
del problema. 

Así pues, sea dado un n-conjunto $ y supongamos que a cada elemento 
SES, i= 1,2, ..., n, se le atribuye el peso V(s). Del N-conjunto de pro- 
piedades pr, Pz, - » „ pn elijamos una r-muestra Pi, . . -, Pi, y designemos 
con V(pn, pi la suma de pesos de los elementos que poseen todas 
las r propiedades elegidas. La suma de los pesos extendida a todas las r- 
muestras posibles de propiedades la denotaremos con 


EV Oi, Phs -a Pa) = VO). 


Para el caso de r = 0 el símbolo correspondiente V(0) designará la suma de 
pesos de todos los elementos del conjunto S. 
El teorema antecedente se enuncia en este caso del modo siguiente. 
Teorema 2. Si están dados el n-conjunto S, cada elemento del cual tiene 
un peso, y el N-conjunto de propiedades, entonces la suma Vw(0) de pesos 
de los elementos que no poseen ninguna de las propiedades dadas se deter- 
mina por la fórmula 


Y nO) = V(O) — VA) + VQ) - 


+ (IV). 

Ha de notarse que el teorema 2 generaliza el teorema 1. Si todos los ele- 
mentos s,€S son de peso unitario, entonces la suma de los pesos sera igual 
a la suma de los sumandos en la suma. En este caso V(0) = N y Vn(0) es 
igual al número de elementos del conjunto $ que no tienen ninguna de las 
N propiedades; la fórmula que se obtiene en tal caso es precisamente la fór- 
mula (1). 

El teorema 2 puede ses, a su vez, generalizado. 

Teorema 3. La suma de pesos de los elementos que poseen exactamente 
r propiedades de las pi, Pa, » . „ pw Se determina por la fórmula 


Vat) = vo (57 Dye. D+ (EA yera- 


nof N 
(al (Aro, 
o bien, lo que es lo mismo, 


Var) = vo - (+ Yves D+ (Avera- T 
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25. E ore) V(M. 


Los teoremas 2 y 3 se demuestran igual que el teorema 1. Se propone 
que el lector mismo realice estas demostraciones o se dirija al $ 8.3, donde 
se aducen generalizaciones ulteriores del método de inclusiones y 
exclusiones. 

Estudiemos, a título de ejemplo, un problema sobre desórdenes, Ilama- 
do también problema de encuentros. Sea un conjunto ordenado finito de 
números 1, 2, 3, ..., 1. Para estos números pueden formarse las permuta- 
ciones ai, 42, . . ., Gn. El número de todas las permutaciones es s = n! Entre 
las permutaciones citadas hay tales, donde ninguno de los elementos con- 
serva su lugar original: a;  £, i = 1, 2, . . „n. Las permutaciones de esta 
indole se llaman desórdenes. ¿Cuántos desórdenes existen? 

Un conjunto de n elementos se examina con relación al conjunto de pro- 
piedades de los elementos de quedarse en su lugar: pi~ (a = ¿| ¡= 1,2, 

n). Es evidente que si s elementos quedan fijados en sus lugares, el nù- 
mero N(s) de las respectivas permutaciones es igual a (n — s)!. El número 
de desórdenes en tal caso se determina con ayuda del método de inclusiones 
y exclusiones: 


lo que representa un número entero, el más próximo a n!e“! 
Si se trata no de los desórdenes, sino de un número de permutaciones, 
en las que quedan en sus lugares s elementos, entonces 


1 1 n 1 
Sc. + (1) T) 


a 
Ne) == G- EE a 
Es fácil observar el desarrollo de los razonamientos durante la resolución: 
entre n elementos se eligen s elementos inmóviles, sirviéndose para ello de 


métodos; a continuación, se realiza Ja multiplicación (según la regla 


del producto) por el número de desórdenes que se encuentran entre los 
(n — s) elementos restantes. 

Demos a conocer la interpretación teórico-probabilística del método de 
inclusiones y exlusiones. El conjunto de elementos se interpreta en estas cir- 
cunstancias como un espacio discreto de sucesos elementales, simultáneos 
o incompatibles (excluyentes), ai, az, . . ., Gn, y los pesos de los elementos, 
como probabilidades. La probabilidad de la aparición simultánea de los su- 
CESOS din, Ahs - »-, Giy Se designará con P(Gi, . .... dn). Para el caso en que 
los sucesos no aparecen se emplea la llamada ecuación de Poincaré: 


Plás, z, . du) = [1 — P(N — Paz). . [1 — Plan), 


7” 


en la cual podemos abrir paréntesis, rigiéndonos por la regla: P(a)P(a) = 
P(a,, a). Esta ecuación es una generalización de la fórmula para las pro- 
babilidades de los sucesos independientes aplicada al caso de los sucesos de- 


pendientes y simultáneos. La fórmula general para el método de inclusiones 
y exclusiones tiene por expresión: 
nUn, Pr Pa) = MU) + Ea p o- 
T Pe 


2 + (D'ND, Pr + Poda 


con la particularidad de que la fórmula se modifica: ambos miembros se 
dividen por #, para obtener magnitudes no absolutas, sino relativas, es de- 
vir, probabilidades 


Ent ++. 


apo Pa Da) = 1 n'En) +n 
g ne) 


c+ (DRT np, Pas + Pdo 


laremos como se aplica el método de inclusiones y exclu- 


Más abajo seña 


siones al cálculo de los permanentes ($ 4.4) y al cálculo de los valores de 


las funciones especiales que figuran en la teoría de los números ($ 8.3). 


3.2. SISTEMAS DE REPRESENTANTES DE LOS CONJUNTOS 

Se examina aquí uno de los accesos combinatorios a la característica de 
la estructura de los conjuntos finitos. Ya por denominación se puede conce- 
bii que la ideu principal consiste en sustituir el sistema de conjuntos por 
la reunión de sus representantes. 

El planteamiento de los problemas de este tipo y los métodos de su reso- 
lución dependen de los requerimientos que dichos representantes deben 
satisfacer. 

Sistemas de representantes distintos (s.r.d.). Sean un n-conjunto $ y el 
conjunto P(S) de todos los subconjuntos suyos. Supongamos que M = (S1, 
Sis so o Sm) es una -muestra de P(S), y a = (as, da, Um), cierta si- 
muestra de $. Si a la muestru M se le puede poner en correspondencia (no 
forzosamente de una manera unívoca) una muestra « tal que los elementos 
da dd, 2, m, scan distintos dos a dos y, además, 4,€S,, =1,2,..., 
m, suele decirse que el elemento a, representa el conjunto S,, y toda la 
muestra (M, da, » as) se denomina sistema de representantes distintos (en 
forma abreviada, s.r.d.) para M. Observemos a la vez que si ¡ # j, entonces 
a, ?* a, incluso si S, = $). Si un conjunto aparece varias veces, debe tener 
cada vez un representante que sea distinto de los demás. 

Resulta seguidamente que el s.r.d. puede existir no para todas las colec- 
ciones de conjuntos. Si en un sistema finito los conjuntos no son vacios y 
no se intersecan, el s.r.d., obviamente, existe. Tomemos un caso más comple- 
jo. Por ejemplo, si S = (a, b, e, d, e), y Mes una colección de cuatro conjun- 
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= (a, b, c, d), Sı = (a, b, e), Si = S4 = (b, e), entonces existen dos 
und.: (G a, b, e) y (b, a, e, d). Pero, apenas cambiamos uno de los subcon- 
juntos, por ejemplo, tomamos Sí = (b, e) en lugar de S; y ya no podremos 
obtener ningún s.r.d. La respuesta a la pregunta de si existe o no un s.r.d. 
para una familia dada de conjuntos la da el teorema de P. Hall enunciado 
por éste no más tarde de 1935, El teorema formula las condiciones necesa- 
rias y suficientes para la existencia del s.r.d. 

Teorema de P. Hall. Los subconjuntos Si, Sz, ..., Sm tienen un s.rd., 
cuando y sólo cuando la reunión de cualesquiera k de estos conjuntos con- 
tiene no menos de k elementos. Dicho de otro modo, el s.r.d. para Si, Sz, 
+ «11 Sin existe, si y sólo si S4US,U. . „Su consta por lo menos de k elemen- 
tos, siendo en este caso k = 1,2, ..., mM, y (in, iz, - - n dm), cualquier k- 
muestra de 1, 2, ..., m. 

Demostración. La necesidad es casi evidente, puesto que la existencia del 
s.r.d, asegura la presencia de un número necesario de elementos en calidad 
de representantes distintos. En lo que se refiere a la suficiencia, aduzcamos 
una formulación perfeccionada que nos da, además,la cota inferior para cl 
número de los propios s.r.d. 

Teorema. Supongamos que una familia M = (Si, S2, « « ., Sm) satisface 
la condición necesaria para la existencia de un s.r.d. y que cada uno de los 
conjuntos Si, Sz, . . .. Sm consta por lo menos de £ elementos. Entonces; a) 
si 1 <m, M tiene no menos de £! s.r.d.; b) si 1>m, la familia M tiene no me- 
nos de 11/(1 — m)! s.rd. 

La demostración la realizaremos por inducción respecto de m. Para 
m = 1 (e, incluso, para 1m = 2) el teorema es evidente. Demostremos que es 
lícito para cualquier m finito, partiendo de su validez para m’ <m. 

Veamos una (reunión) de cierta k-muestra de los conjuntos: 


S,USIU. - US; 


se deben examinar dos casos: uno cuando el número de clementos en la 
unión es igual a K, y otro cuando el número de elementos es superior a A. 
Empecemos por el segundo caso, cuando la unión en consideración posce 
no menos de k-+1 elementos, cualesquiera que sean K: k =1,2,.... Mm, y 
el juego j, i, . . » i de números 1, 2, ..., m. Elijamos algún elemento 
a1€S, y eliminémoslo en Sz, Sa, . . .. Sm, Si él se encuentra en dichos conjun- 
tos, Llegamos de este modo a M° = (Si , S$, ..., Sh). Esta (1 — 1) 
muestra satisface la condición necesaria para la existencia de un s.r.d., pues- 
to que S¡USZU. . .USÍ, contiene no menos de k elementos y, además, M` 
tiene o bien no menos de (f — 1) s.r.d., si <m (y, por tanto, f - 1 <m ~ D), 
o bien (£ — 1)1/(f — m)! s.r.d., si >n (y, por tanto f — 1>m — 1). El resul- 
tado buscad logra, si tomamos en consideración que en S; hay por lo 
menos f posibilidades de fijar el elemento a, y que este elemento constituye, 
junto con el s.rd. para M“, el s.rd. para M. 

Volvamos al primer caso en que la demostración realizada no puede 
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considerarse válida, pues existe una -muestra Si, Sar... Sh tal que 
SUSU. . US; contiene exactamente K elementos (1<k<m — 1). Reenu- 
meremos los conjuntos Si, Sa, . . ., Sm de un modo tal que S; se haga Sy, 
Su se haga Sa, -n y Su Se haga Si; escribamos estos conjuntos en el si- 
guiente orden nuevo: 


s S A aa Si 


Por cuanto SUSU. . .USk contiene exactamente k elementos, entonces 
1<k. Por consiguiente, por hipótesis de inducción, (Si, Sz, - . ., Sx) tiene 
no menos de 1! s.rd. Tomemos uno de estos srd.: (41, 02, . . .. dx), donde 
M1ESI, i= 1,2, .. n k. Eliminemos los elementos a, 02, ..., ak de Ski, 
--» Su, siempre que se encuentren allí. La (m — k)-muestra obtenida 
M° = (Sù s1, +, Sin) satisface la condición necesaria para que existe un 
s.rd. Efectivamente, si esto no es así y si la unión de cierta k"-muestra 
Si + ¡U.. US] +1» tiene menos de k* elementos, entonces la unión 


SUSU. . USU. . US; a 40 


tendria menos de & + k* elementos, lo que contradice la hipótesis del teore- 
ma, Asi pues, M4* tiene por lo menos un s.rd., y, por consiguiente, M tience 
no menos de 1! srd, 

Algoritmo de elección de un s.r.d. Prácticamente es muy dificil compro- 
bar si en este caso concreto se cumple o no la hipótesis del teorema de 
P, Hall. La demostración que acabamos de ofrecer, basada en la inducción 
matemática completa, no proporciona ninguna indicación que ayude a 
hallar el s.r.d. Esto no es sorprendente. Los teoremas de existencia aparecen, 
las más de las veces, cuando resulta difícil o imposible hallar un algoritmo 
que conduce a la determinación de la solución. El algoritmo que permite 
elegir un s.rd. para un número finito de conjuntos, o mostrar que para el 
Juego dado de conjuntos tal sistema no existe, lo dió M. Hall como de- 
mostración del teorema de P, Hall sobre los distintos representantes. 

Sean dados n conjuntos Sa, » . ., Sn. Se requiere hallar para ellos el 
verd, o mostrar que tal a no existe. Plijamos al azar un elemento del 
primer conjunto €S en calidad de representante de este último. Elegire- 
mos por turno los representantes de otros conjuntos: 4€S3; a3€S); . . ., pre- 
ocupándonos sólo de que todos estos representantes sean distintos. Si lleva- 
mos este proceso hasta a,€S, inclusive, obtendremos el s.r.d, buscado. 

Puede ocurrir que en un r-ésimo paso llegaremos a conseguir cierto f- 
conjunto S,, todos los elementos del cual bı, ba, . . ., bi ya habían sido elegi- 
dos en calidad de representantes de otros conjuntos. Esto, sin embargo, no 
significa todavía que el s.r.d. no existe. Vamos a tomar, uno tras otro, todos 
aquellos conjuntos, cuyos representantes son los elementos b(í= 1,2,...), 
y eliminar de ellos todos los elementos de Ja sucesión bı, bz, . . ., Dr, agre- 
gando los elementos restantes al final de la sucesión citada. Procedamos de 
este modo hasta que ocurra una cosa de dos: o bien 1) llegaremos al elemen- 
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10 by, el cual no puede servir de representante, o bien 2) la sucesión se agota- 
rá con los elementos bi, bz, - - -, bs como representantes de fos conjuntos. 

En el caso 2) podemos estar convencidos de que el s.r.d. no existe, En 
efecto, los elementos Di, Dz, . . ., b, son representantes de s conjuntos y, por 
construcción, cada elemento de estos s conjuntos se contiene en la sucesión 
dada. Pero, en fal caso, los s conjuntos mencionados, y también el conjunto 
Sn, forman s + | conjuntos que sólo contienen s elementos distintos, lo que 
contradice la hipótesis del teorema. 

En cambio, si tiene lugar el caso 1), entonces encontramos, en cierta eta- 
pa, cl elemento bi = ,,€S), (à > 1) que no ha sido hasta ahora un represen- 
tante, Esto es testimonio de que como representante de S, ya fue elegido 
otro elemento bj (<i). Si >t, entonces el elemento bi, pertenece al 
conjunto $), cuyo representante es b;, (i <), etc. Surge, pues, una sucesión 
Uña Biar ++ «+ Din, cuyos Índices decrecen (im<1), con la particularidad de 
que cada elemento de esta sucesión integra un conjunto, cuyo representante 
es el término sucesivo. Sustituyamos los representantes, eligiendo los cle- 
mentos del modo siguiente: 6, para Sp, bo para aa Di y PALA Sja 1e 
Como resultado de esta sustitución, el elemento bi, se libera para poder ser 
elegido en calidad de representante de S,. Así pues, Si, ... ., S, tienen repre- 
sentantes distintos y podemos seguir la misma senda, teniendo en cuenta 
o bien la posibilidad de llegar a S, y obtener el s.r, completo, o bien en- 
contrarse con el caso 2) y establecer que el s.r.d. no existe, 

La conclusión sobre el número de s.r.d. se obtiene del algoritmo men- 
cionado como una consecuencia, Efectivamente, si el s.r.d. existe, esto signi- 
fica que existe también un conjunto, cada elemento del cual puede ser elegi- 
do en calidad de su representante en el s.r.d. Esto quiere decir, que si los con- 
juntos de una familia dada de 1 elementos tienen £ o más clementos, enton- 
ces existen por lo menos /! s.1d., si <n, o bien (1 — 1). . (t — n + 1) ele- 
mentos, si (>n (por cuanto la ele m del primer representante puede reali- 
zarse empleando por lo menos / métodos; al tachar este representante clegi- 
do por nosotros en todos los demás conjuntos, llegaremos al sistema de 
conjuntos $$, ...., Si, donde el conjunto menor tiene no menos de f — 1 
elementos. Continuando así, paso a paso, obiendremos el resultado 
mencionado). 

La condición de que el sistema sea finito es aquí de mucha importancia. 
Si retiramos esta condición, entonces, para, por ejemplo, un sistema infinito 
de conjuntos 


So=11,2,3, 
S= (1); 


Sk 


no existe un S.rd., aunque sí existe para cualquier parte de él. 
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Otros sistemas de representantes de los conjuntos. Los problemas de 
partición de los conjuntos condujeron al concepto de sistemas de represen- 
tantes comunes. Sean dadas dos particiones diferentes de un mismo conjun- 
to S en k componentes no vacías: 
S=A¡UA2U...UA BUBU...UBr. 

Si existe un subconjunto O del conjunto $, compuesto de k elementos, y 
si, además, dicho subconjunto es tal que su intersección con cualquiera de 
las componentes no es vacía: 

ONA; ONB# Ø; E YF 
éste se denominará sistema de representantes comiines (s...c.) de las parti- 
ciones dadas. En este caso cada una de las intersecciones resulta estar com- 
puesta por un solo elemento. Los conjuntos de las particiones primera y se- 
gunda, tomados dos a dos y elegidos, si es necesario, de un modo corres- 
pondiente, tienen uno y sólo un elemento común, el cual es precisamente 
su representante común. 

No es forzosamente obligatorio, por supuesto, que se cumpla el requeri- 
miento de existencia de un solo elemento común. Pueden plantearse y to- 
marse en consideración condiciones diferentes: existencia de un número da- 
do de elementos comúnes, de un conjunto dado, etc. Por ejemplo, si exigi- 
mos que cada elemento s:€S figure no menos de Ki y no más de ka, veces 
(kui > ku 2 1) en el sistema de representantes comunes, este último se llamará 
sistema de un número limitado de representantes [28]. Está claro que el 
problema de s.r.d es un caso particular de tal problema para kw = 0, 
Kar = 1. 
otro caso particular en que 

E {i paraje t, 2.a h 
Oparai=l+ l, +2, aom 
ku= Ipaai=l, 2.. m, 


lleva el nombre de problema sobre la existencia del s.r.d. que contiene el con- 
junto dado de elementos marginales si, 52, -~ -, Sr- 

El criterio de existencia o no existencia del s.rc. es próximo al criterio 
que se aplica al s.r.d. 

Teorema. Dos particiones de un conjunto 

SAUMU... UAr= BUBU... U Be 
tienen un s.r.d., cuando y sólo cuando la unión de cualesquiera m del con- 
junto A; se intersecan no menos que con m del conjunto B;, donde m = 
era 

Demostración. La necesidad es obvia, igual que en el caso del std. La 
suficiencia se demuestra por reducción a Jos teoremas sobre el s.rd. 

En efecto, elijamos para cada Bj, ¡= 1, 2, ...., k, un conjunto $; de to- 
dos los índices jeK = [1, ...... K) tales que A/N B, »* Ø. Obtendremos una 
m-muestra M = (Si, Sz, Sk) de subconjuntos del conjunto K. Para M 
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existe el s.r.d (el criterio enunciado de existencia de un s.r.d. es el criterio de 
existencia del s.r.d. para M). La elección de los distintos representantes da 
para cada B; su A), con la particularidad de que su intersección es no vacía. 
En esta intersección puede elegirse por lo menos un clemento que sea co- 
mún para Ay y Ba es decir, su representante común. 

El concepto de representantes de los conjuntos y de sistemas de repre- 
sentantes tiene en las matemáticas numerosas y variadas aplicaciones, como 
son, por ejemplo, los representantes de las clases de equivalencia. El método 
de sistemas de representantes se usa también en la teoría de las redes, al in- 
vestigar la admisibilidad de los flujos, y en la teoría de ampliación de los 
cuadrados latinos. 


3.3. PRINCIPIOS DE LA TEORÍA DE RAMSEY 


La operación de partición de los conjuntos es cl fundamento de una 
cantidad infinita de problemas prácticos, En este piurafo se describe el pro- 
cedimiento que permite obtener los datos sobre el carácter de las propias 
particiones y sobre la posibilidad de realizar una partición del tipo prefija- 
do de antemano. 

Sca un n-comjunto S, cuyos clementos han de distribuirse en dos cajo- 
nes. ¿Cuál debe ser el número 1, para asegurar que q, elementos caigan en 
el primer cajón, o que qz clementos caigan en el segundo? La respuesta es 
casi evidente: n> + q2 - 1. 


az 
piriy 
000000000000 
a 
Así pues, el número minimo de elementos que aseguran la resolución del 
problema es igual a 


Na, di D= + - 


se plantea un problema de distribución no entre dos, sino entre el ma- 
yor múmero (digamos, 1) de cajones, siendo qi, 42, -n q los números 
correspondientes que caracterizan el llenado requerido de los cajones, en- 
tonces i 

Ni da «45 D= X g- (=D. 


Ramsey [45] demostró en 1930 un teorema en el que generalizó estos re- 
sultados particulares. En lugar de la distribución de los elementos unidad 
del »-conjunto el teorema analiza la distribución de tos r-subconjuntos del 
conjunto citado. Designemos con S, el conjunto de n elementos y con 
PAS), la colección de sus r-subconjuntos. 

Teorema de Ramsey. Supongamos que r>], g> (i = 1, ...., 1). Existe 
un número natural mínimo N = N(q,, n» qa r) tal que para cualquier 
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n>N y para toda f-partición ordenada P.(S,) = A1 U . . . U A; se encontra- 
rá (para cierto iS {1, ..., 1) un (q, A)-subconjunto, es decir, un q- 
subconjunto del conjunto Sa, cuyos s-subconjuntos están contenidos todos 
en An 

Hagamos previamente tres observaciones con el fin de facilitar la 
comprensión del teorema en su planteamiento y demostración. 

1. Los ejemplos aducidos más arriba y referentes a las particiones de los 
conjuntos representan casos particulares del teorema de Ramsey para r = 1, 
PAS) = S, y el (qi, As)-conjunto es simplemente un q -subconjunto del con- 
junto A, 

2, 
es trivial, 

3. Si demostramos el teorema de Ramsey para f = 2, quedará válido 
también para f = 3. En efecto, sea 


PAS) = A1U A2 U A; = A; U (42 U As). 


Denotemos 42 U A; = A3. Pongamos qì = N(qz, qu; r). Si n>N(Qi, Q3; r), 
entonces, o bien S contiene el (41, 41)-subconjunto, o bien S contiene el (q3; 
A2U A3)-subconjunto. El ner caso corresponde a la afirmación del te- 
orema. En cambio, sí tiene lugar el segundo caso, entonces el 
q-subconjunto del conjunto $ contendrá, por hipótesis, o bien el (qz, 42)- 
conjunto o bien el (q3, Ay)-smubconjunto. Por lo tanto, nuestra afirmación 
es lícita. De aquí se deduce que resulta suficiente demostrar el teorema de 
Ramsey para £ = 2, y, a continuación concluir por inducción, que es válido 
también para todo (>2 entero. 

La demostración del teorema para el caso de 1 = 2 empieza escribiendo 
las siguientes igualdades, considerándolas como iniciales: 
Nadar D=qa+q gt Nqrrn=q NG a=. 0) 

La primera de estas igualdades ya la conocemos. En la segunda cual- 
quier partición A¡UA» lleva o bien al (r, A2)-subconjunto, si 42 es no vacío, 
o bien al (qu; PAS))-subconjunto. En este caso q, no es inferior a r. Cual- 
quiera de estos casos corresponde exactamente a la formulación del teore- 
ma. Unos razonamientos no complejos mostrarán la validez también de la 
tercera igualdad. Además, 


>l; Qn Qr. a) 


a un caso particular en que / = 1, tenemos N(q1, 1) = qi, lo que 


Así pues, ya podemos afirmar que existen los números M(2, 2, 2), NG, 
2, 2), N(4, 2, 2) etc., como también N(2, 3, 2), N(2, 4, 2), etc. Las igualdades 
(1) y las desigualdades (2) sirven de datos iniciales para la demostración del 
teorema de Ramsey por inducción. El primer paso, pues, lo hicimos, El se- 
gundo paso, que da por terminada la demostración, consiste en demostrar 
la existencia de N(q;, qa; r) a condición de que existen 


=NMq-1q30  p=Nq, -l r} N, pa r- 1). 


Por cuanto hasta el momento no se logra calcular exactamente N(Q,, qz; 1), 
el sentido de la demostración consiste en estimar este número superiormen- 
te, demostrando la desigualdad 


Na qa DSN, Pr 1) +1. 


En efecto, tomemos un conjunto Sm, donde n> Np, pz; r — 1) +1, y 
fijemos en él un clemento a; entonces, S.N {ao} = Sa- 1. Pasemos de la 
partición P,(S„) = A¡UA? a la P,- 1(Sa- 1) = BUB: del modo siguiente: en 
el conjunto S» -. , tomamos por turno los (r — 1)-subconjuntos; si la unión 
de tal subconjunto, digamos, de B”, y del clemento fijo a, integra Ai, en- 
tonces este (r — 1)-subconjunto 8” lo atribuiremos a la clase B,, y si la 
unión está contenida en Az, entonces B’ lo atribuiremos a la clase Bz. 

El conjunto Sp- , tiene no menos de Nr, pa; r — 1) clementos y para 
este conjunto el teorema es válido por hipótesis de inducción. Por consi- 
guiente, en él se contiene o bien a) el (21, B)-subconjunto, o bien b) el (Pz, 
B2)-subconjunto, Supongamos que tiene lugar el caso a). Esto significa que 
en Su- ı se contiene el pi-conjunto T, cuyos (r — 1)-subeonjuntos están con- 
tenidos todos en Bi. Pero, ja = Ni — 1, qz; r); T'E Sm, y en este conjunto 
T existe o bien un (qı — 1)-subconjunto, cuyos r-subconjuntos integran 10- 
dos A1, o bien un ga-subconjunto, cuyos r-subconjuntos integran todos 42. 
Si tiene lugar el ultimo caso, entonces obtendremos el q»-conjunto que satis- 
face las condiciones del teorema. Si en cambio, tiene lugar el primer caso, 
es decir, existe el (qı — 1)-subconjunto, cuyos r-subconjuntos integran todos 
Ai, entonces reunamoslo con el elemento fijo as. Obtendremos el 
gs-conjunto integrado en S. Veamos sus r-subconjuntos. Si alguno de ellos 
no contiene do, será el r-conjunto que está contenido en As. Si él contiene 
ú, entonces está compuesto por este elemento y el (r — 1)-subconjunto que 
integra 8. Esto quiere decir que está integrado en Ai. Hemos obtenido el 
qu-subconjunto del conjunto Sa, todos los r-subconjuntos del cual están 
contenidos en Ar 

Se ha examinado el 
Sn- 1- El caso b) se demuest 
sey queda demostrado. 

A lo que parece para toda -partición y para cualesquiera (gi, qa, «+ ~ 
qr; r) convenientes, se puede determinar mín a = N(Qr, qz, + +, gr; r), cuya 
existencia está asegurada en virtud del teorema de Ramsey. Mas, este traba- 
jo resultó ser extremadamente difícil, pues por ahora no se conoce ningún 
método para calcular estos números. Para £ = 7 = 2, todos los números co- 
nocidos M(qu, qa; 2) se aducen en la Tabla 3.1 (si no se conocen los valores 
exactos, se dan las fronteras dentro de las cuales éstos están encerrados): 

Los casos en que />2 están poco estudiados por ahora. Se sabe, por 
ejemplo, que 


'onjunto está contenido en 
análo El teorema de Ram- 


de una mane! 


NO, 3, 32) = 7 NG, 5, 
N(4, 4, 4, 2)> 128 N(6, 6, 
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Tabla 3.4 


3 4 s 6 7 3 9 
3 6 9 is 18 23| 28...29 36 
4 9 18 25...28| 4...4 

5 14 25... B| 42...55| 57... 

4 18 E E A 

7 23 

a |2x...29 

9 26 


Alin menos sabemos sobre los valores de los números de Ramsey para r>2 
Merece la atención cl siguiente resultado importante: 


13S<N(, 4, )< 15, 


Pese a las excepcionales dificultades y al avance lento, no cesan los es- 
fuerzos que tienen por objeto determinar los números de Ramsey o de sus 
estimaciones (superiores e inferiores). Esto se explica por la peculiaridad del 
problema que admite numerosas interpretaciones y aplicaciones diversas. 
En la teoria de los grafos, por ejemplo, este problema se interpreta como 
un problema de coloración de las aristas de los grafos. El propio problema 
de buscar los números de Ramsey se considera, a menudo, para das clases 
aisladas de grafos. 

Otra dirección, en la que se desarrolla la tcoría de Ramsey, representa 
el estudio de las condiciones de existencia, es decir, de tales restricciones, 
bajo las cuales los planteamientos generalizados del problema resulten fun- 
damentados, y las demostraciones, factibles. 

Los problemas de la teoría de Ramsey se estudian ahora con un elevado 
grado de generalidad. Supongamos que el simbalo Y, ...... 4) significa lo 
siguiente: si los K-conjuntos de un n-conjunto S, están partidos en r clases, 
entonces para cierto / existe un /-subconjunto LGS, tal que todos los k- 
subconjuntos de L£, integran la ¿ésima clase. En este caso el Icorema de 
Ramsey se enuncia del modo siguiente: 

Teorema. Para cualesquiera k, s /,, - . ., / naturales existe un N = Nk, 
E, h, b) tal que si n>N, entonces tUi, ++, 4). 

En gencral, los teoremas de tipo Ramsey tienen la forma de las afirm: 
ciones $ TCi, . . ., Cs), donde los símbolos A, B, Cr. ...... C designan ob- 
jetos (del conjunto) de estructura determinada. Los últimos pueden ser con- 
juntos con relaciones de orden sobre cllos, grafos e hipergrafos, espacios 
vectoriales finitos, conjuntos de soluciones de los sistemas de ecuaciones 
lineales, álgebras de Bool y particiones de los conjuntos finitos. Las 
generalizaciones relacionadas con el caso de los conjuntos finitos conducen 
al análisis de las operaciones con números cardinales. Los resultados con- 
seguidos en este camino por ahora no son grandes. 
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CAPÍTULO 4 APARATO TABULAR DE MATRIZ 
DEL ANÁLISIS COMBINATORIO 


En este capítulo se analizan los conceptos y métodos combinatorios que 
están relacionados con la representación de los sistemas de conjuntos 
finitos en forma de tablas. Sirve de base para tales representaciones 
tabulares el concepto general de sistemas de incidencia. 


4.1. SISTEMAS DE INCIDENCIA Y MATRICES ESPECIALES 


Se denomina sistema de incidencia una terna ordenada (M, S, y), donde 
$ es una correspondencia binaria entre los conjuntos M y S (véase $ 1.2). 
Por ejemplo, un plano puede ser representado como sistema de incidencia, 
si tomamos en calidad de $ el conjunto de puntos del plano, en calidad 
de M, el conjunto de rectas y en calidad de p, cl conjunto de pares (a, 
b) € M x S que satisfacen la condición “el punto b se dispone en la recta 
a”. La correspondencia binaria y en el sistema de incidencia recibe el nom- 
bre de relación de incidencia, En la mayoría de los casos los clementos del 
conjunto M se interpretan como ciertos subconjuntos del conjunto S, mien- 
tras que e es simplemente una relación que caracteriza la pertenencia de 
los elementos del conjunto 5 a los subconjuntos de la familia M. Si 
M= (Si +.» Sm), S= [sm -.., Sa), entonces a la relación y le co- 
responderá biunivocamente la matriz A = jay] de orden m Xx n, donde ay 
(elemento de la ¡-ésima Fila y de la j-ésima columna) es igual a la unidad, 
siempre que (Sn, 5;) € p, y a cero, en el caso contrario. En particular, cuando 
M=1 + Sm) se interpreta como un sistema de subconjuntos del con- 
junto S, entonces ; 


aa fb S gess 
” Uo si g4s 


Esta matriz se llama matriz de incidencia para la familia de subconjuntos 
M= (Si, .. . Sm) respecto del conjunto S. Las unidades dispuestas en 
la résima fila expresan elementos del subconjunto S, y las unidades 
dispuestas en la j-ésima columna señalan los subconjuntos que contienen 
5. La matriz A da una descripción completa del sistema de incidencia (M, 
S, +). Es binaria, esto es, se compone de símbolos de los tipos. Para que 
los cálculos sean más cómodos, se ha elegido aquí, a título de elementos 
de la matriz, O y 1 (en adelante las matrices de csta índole se llamarán 
(0, 1)-mafrices), aunque se eligen, a veces, otros pares de magnitudes, por 
ejemplo, +1 y —L 
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El dominio de aplicación de las matrices de incidencia es muy amplio. 
Kirchhoff, por ejemplo, las introdujo para investigar los circuitos eléctricos; 
A. Poincaré, en la topología, etc, 

Los teoremas del análisis combinatorio se interpretan frecuentemente 
e, incluso, se demuestran con ayuda de las matrices de incidencia. Por 
ejemplo, en el $ 3.2 se ha enunciado el teorema de P. Hall sobre el sistema 
de representantes distintos. De su análogo matricial sirve el 

Teorema de König [46]. En una matriz rectangular el número mínimo 
m de líneas (de filas y de columnas) que contienen todos los elementos 
no nulos, es igual al número máximo M de dichos elementos elegidos de 
un modo tal que de ellos cualesquicra dos no están dispuestos en una línea. 

Demostración. Basta estudiar el caso en que viene dada una (0,1)-matriz 
rectangular A = lay), ¿=1,2,..., 1, 2, ..., t. La demostración 
de que m = M consta de dos etapas; al principio se demuestra que m > M, 
luego que M > m. La primera desigualdad es obvia, pues ninguna línea 
contiene más de un elemento de los M elegidos. Demostremos la segunda 
desigualdad. 

Supongamos que m líneas están compuestas por 7 filas y s columnas: 
m =r + s, Permutemos estas filas y columnas de un modo tal que ellas 
ocupen los primeros lugares. A cada j-ésima fila (i = 1, . . ., r) pongámosle 
en correspondencia un conjunto de números de las columnas j, para las 
cuales ay = 1, j > s. Los conjuntos obtenidos satisfacen tas condiciones 
del teorema de P. Hall. Efectivamente, si esto no fuera así, es decir, si k 
de los conjuntos citados contienen v < k elementos, dichas k filas pueden 
ser sustituidas por v columnas y todas las unidades figurarán en el número 
menor de líneas, lo que contradice la condición de que m cs el número 
mínimo. Por cuanto la condición del teorema de P. Hall se cumple, se 
pueden elegir r representantes distintos de z filas, es decir, r unidades de 
manera tal que haya dos unidades en una fila y ninguna, en las primeras 
s columnas. Razonando análogamente, se pueden obtener s representantes 
de s primeras columnas de un modo tal que estén ausentes en las primeras 
r filas. Este conjunto de 7 + s = m unidades está elegido de una manera 
tal que no hay dos de ellas que se dispongan en una línea, Esto quiere 
decir, que m < M, lo que se trataba de demostrar. 

La demostración aludida aquí se apoya en el teorema de P, Hall. Este 
último puede demostrarse también apoyándose en el teorema de Kónig. 
Sean un conjunto $ y un sistema de sus z subconjuntos. Construyamos 
la (0, 1)-matriz de incidencia. Supongamos que todas las unidades de ésta 
se disponen en r filas y s columnas. Sir + s = n, entonces, según el teorema 
de König, existen z unidades, de las cuales cualesquiera dos no están en 
una misma línea, y ellas forman el s.r.d para 7 conjuntos. Si, en cambio, 
r+ s< n, entonces la validez del teorema de P. Hall se perturba, puesto 
que para k =n — r filas las unidades figurarán sólo en s<n—r=k 
columnas. 
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Las matrices binarias se utilizan en el análisis combinatorio al investigar 
las estructuras de los conjuntos discretos. La teoría de las matrices binarias 
experimentó en los últimos años un desarrollo considerable precisamente 
merced al papel creciente (práctico y teórico) del análisis combinatorio. 

Según sea el tipo de problemas combinatorios, en el proceso de su 
resolución aparecen diferentes tipos de matrices. Las operaciones sobre ellas 
se realizan, por supuesto, de acuerdo con las reglas generales de la teoría 
de matrices. Así, por ejemplo, a la par con las sumas y los productos or- 
dinarios, están determinadas para ellas las sumas y los productos directos 
(de Kronecker). Recordemos que la suma directa de la matriz A = [ay] de 
n-ésimo orden con la matriz B de orden m se representa por una matriz 
de orden n + m que tiene la forma 


A 0 

o B)’ 
y el producto directo de estas matrices es una matriz de órden nm que 
tiene la forma 


Más abajo estudiaremos ciertos tipos especiales de las matrices que con 
mayor frecuencia se usan en el análisis combinatorio. 

Matrices conmutables. Son matrices de incidencia para el caso en que 
S = M= [1,.... 1), y la relación de incidencia ¿pj significa que el elemen- 
to i se dispone en el j-ésimo lugar de cierta permutación fija de números 
1, +... 1. Sea, por ejemplo, una permutación (5, 3, 4, J), 2). La matriz 
correspondiente será 


00010 
00001 
01000 
00100 
10000 


Sus filas corresponden a los números de los elementos de Ja permutación, 
y las columnas, a los números ordinales de los lugares. 

Así pues, una matriz conmutable es la (0, 1)-matriz cuadrada, en la 
cual cada línea (fila o columna) contiene exactamente una unidad. La 
matriz conmutable posee la propiedad de que 


PP" = 1, 


donde P” es una matriz transpuesta, e /, una matriz unidad. Esta propiedad 
se emplea con frecuencia a título de definición de la matriz conmutable. 
Las matrices conmutables, siendo las más simples, son de interés en 
primer lugar por el hecho de que a través de ellas pueden expresarse otras 
matrices más complejas (véase más abajo cl teorema de Birkhoff. 
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Matrices de congruencia de dos en dos. Estas son matrices de incidencia 
para el caso en que M = S, y la relación de incidencia ọ es antisimétrica 
y satisface las condicion 

a) para cualquier s€ S: (s, s) £p (irreflexividad); 

b) para cualesquiera diferentes s» 3€ S (ix j): o bien (s, 4) €p, o bien 
Gs) Ep. 

Tal relación puede interpetarse como resultado de un torneo circular 
con participación de |S| jugadores. La matriz de incidencia es la tabla de 
este torneo, en la que la diagonal está ocupada por ceros (ay = 0). El 
premio del ¡-ésimo jugador y del j-ésimo se nota como ay = 1, ay = 0. 

Así pues, las matrices de congruencia de dos en dos son binarias, 


cuadradas, con ceros en la diagonal principal. Ellas satisfacen la ecuación 
matricial 


A+ A =J=], 


donde A es una matriz de congruencia de dos en dos, A7 es la matriz 
transpuesta A, Tes una matriz unidad y J, una matriz compuesta por ceros. 

Matrices de Hudamard. Así se llaman las matrices cuadradas binarias 
H (abreviadamente de Hadamard), compuestas de unidades positivas y 
negativas, que satisfacen la ecuación matricial 


H-Hi=nl, 
donde n es el orden de la matriz H; Z es la matriz unidad de n-ésimo orden: 
H", la matriz H transpuesta. De la definición proviene que cada dos filas 


de la matriz H son ortogonales, y, además, que [da A] = n™? y 
H7%=n"'H", de donde 


4-H=wW-H=nl 


Si en una matriz de Hadamard multiplicamos cualquier línea (sea fila o 
columna) por —1, la matriz conserva sus cualidades de Hadamard. Las 
matrices obtenidas del modo citado se consideran equivalentes. Si Hı y Ha 
son equivalentes, entonces 


Hi = PHQ, 


donde P y Q son matrices conmutables, en las cuales, sin embargo, el único 
elemento no nulo de la línea es igual a +1, o bien a ~ 1. Multiplicando 
las filas o columnas por —1, podemos normalizar las matrices de 
Hadamard, es decir, reducirlas a una forma en que la primera fila y la 
primera columna están compuestas sólo por las unidades positivas. Las 
matrices de Hadamard normalizadas de órdenes 1 y 2 son 


1 1 
1 e 
os (-) 
En lo que atañe a las matrices de orden 7 > 3, resulta que si existen, en- 


tonces n= 0 (mod 4). Efectivamente, conmutemos en la matriz de 
9 


Hadamard las columnas de un modo tal que en la segunda fila la primera 
mitad de términos conste sólo de unidades positivas, y la segunda mitad, 
de unidades negativas. Examinemos la tercera fila. Supongamos que en los 
primeros 1/2 lugares encontramos £ unidades positivas y en los segundos 
£* unidades positivas. Entonces, por defi 


242 
u-u 


de donde n = 41. No obstante, la demostración de la existencia de las 

matrices en el sentido de su construcción eficaz es un proceso que avanza 

con lentitud, pese a la diversidad de los métodos inventados. 

Observemos que los productos directos de las matrices de Hadamard 
son también matrices de Hadamard. Se sabe que estas matrices de orden 
n existen, en particular, en los siguientes casos (véase [47)): 

La=2; 

n= p + 10 (mod 4), donde p es un número primo; 

3. n = (h — 1) + 1, donde h cs un producto de los números del tipo 1 y 2; 
n= h(h + 3), donde h y h + 4 son productos de los números del tipo 
1y3; 

5. n = h(h— 1), donde 4 es un producto de los números del tipo 1 y 2; 

6. n = 92, 116, 156, 172; 

7. n=q(q +2) + 1, donde q y q +2 son potencias de los números 
primos; 

8. n es igual al producto de cualesquiera números mencionados más arriba. 
Para el caso incierto mínimo de existencia de las matrices de Hadamard 

tenemos: n = 268. 

Matrices estocásticas. Este tipo de matrice: 
el aparato combinatorio de la teoría de probabilidades. Una matriz se llama 
estocástica por filas (columnas), si sus clementos son no negativos y la 
suma de ellos en cada fila (columna) es igual a 1. Una matriz se llama 
dos veces estocástica, si es estocástica tanto por filas, como por columnas. 
No es difícil mostrar que una matriz dos veces estocástica es cuadrada. 
Un producto de tas matrices dos veces estocásticas de igual orden scrá 
matriz dos veces estocástica. Efectivamente, si C=Jcyi, A = jayi, 
B = |byli, C= A-B, entonces 


z 


surgió para ser aplicado en 


Eabw>o Eus au dy=1, 


a A m a 


y, por analogía, J, cy = 1. 
ia 


En una matriz cuadrada de n-ésimo orden, se llamará transversal a un 
juego de n elementos, en el que ningún par de ellos está dispuesto en una 
misma línea (fila o columna). 
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Lema. Una matriz dos veces estocástica tiene la transversal compuesta 
de los elementos no nulos. 

Demostración. Sea A = ay] una matriz dos veces estocástica. In- 
cluyamos todos los elementos no nulos de Ja matriz en p columnas y q 
filas de un modo tal que la suma p + q asuma el valor mínimo posible. 
Con arreglo al teorema de König, el número máximo de elementos no nulos 
de A, de los cuales ningún par se dispone en una misma línea, es igual 
a p + q. Por cuanto todos los clementos no nulos de A pueden encerrarse 
dentro, de n filas, entonces p+g<n. Por otra parto 
n= Y) ay <p + q. Por consiguiente, p + q =n, y en la matriz se en- 

njan 
contrará una transversal compuesta por elementos no nulos. 
Teorema de Birkhoff, Para toda matriz dos veces estocástica de orden 


n es válido el desarrollo: A = X AP, donde P; son matrices conmutables, 


A S 
M>0 YNu=l, ksn- n+h. 
IA 

Demostración. De acuerdo con el lema, cn la matriz A existe una 
transversal compuesta por clementos no nulos. Supongamos que el mínimo 
de dichos elementos es igual a A > 0 Qu # 1, pues, de lo contrario, la 
matriz A será conmutable y la afirmación del teorema se hará trivial): P, 
es una matriz conmutable correspondiente a la transversal. Por cuanto la 
matriz (1 — A)T MA — MP) es dos veces estocástica, entonces en la matriz 
A — Pu existe una transversal compuesta de los elementos no nulos. De- 


d. 
signemos con » el mínimo de ellos, etc. La matriz A — $, NP; contiene 
LA 
no menos de j elementos nulos, razón por la cual el proceso citado es finito 
y se dará por terminado no más tarde que el (n? — n + 1)-ésimo paso. Esto 


se debe a que después de realizarze el (1? — n + 1)-ésimo paso, la matriz 
a 


A- Y) MP, en la que las sumas de elementos en las filas y en las 
columnas son iguales, contendría no más de (1 — 1) elementos no nulos, 
por lo cual todos los elementos de esta matriz serían nulos. 

Observemos que la estimación dei número k en el teorema de Birkhoff 
puede ser precisada: k < n? — 2n + 2, con la particularidad de que existen 
matrices de orden z, dos veces estocásticas, las cuales no son representables 
en forma de una combinación lineal de menos que n? — 27 + 2 matrices 
conmutables. 

Al resolver problemas de carácter combinatorio surge la necesidad de 
emplear, además, otros tipos de matrices especiales. No será nuestra aspira- 
ción enumerarlas y describirlas. Nos limitaremos sólo al análisis de algunos 
accesos generales que pueden ser aplicados a la investigación de tales 
matrices. 

Ya hace tiempo que en las matemáticas se acostumbra a comenzar el 


Y 


estudio de las propiedades de las clases de objetos por la búsqueda de las 
invariantes y el análisis de los mismos. Una de las invariantes más impor- 
tantes de cualquier matriz es el permanente de ésta. Al permanente le 
dedicamos un párrafo especial de este capítulo (4.4). 

Estudiemos otras direcciones notables en este sentido. Ultimamente cn 
las investigaciones teóricas de las matrices binarias se pasa, con una fre- 
cuencia cada vez mayor, del análisis de los tipos particulares de las matrices 
al estudio de sus clases. Se utilizan en dicho estudio las nociones de rango 
de frontera, de a-anchura y otras. Se denomina fraza de una matriz a la 
suma de los elementos que constituyen su diagonal principal; el valor máxi- 
mo para la traza, obtenido para toda clase de permutaciones de las filas 
y columnas de una matriz, recibe precisamente el nombre de rango de 
frontera (rango límite). Se llama a-anchura de la matriz a un número 
mínimo de columnas que pueden elegirse en ella de una manera tal que 
la suma de sus valores en cada fila sea no inferior a a. 

He aquí uno de los procedimientos que se usa para elegir las clases 
de las matrices. Sea A una (0, 1)-matriz de dimensión m x n. Las sumas 
de sus clementos por filas la denotamos con m: i= 1,2, ..., m y por 
columnas, con s: j= 1, 2, ~ n. Es evidente que 


Sne Esen 


i smi 


Haciendo uso de las totalidades de las sumas de las filas y de las sumas 
de las columnas de la matriz A, formamos los vectores correspondientes: 
R= (Fi, Pos -oas Pm) S= (Sis S, -oo Sa). 


Al contrario, fijando los vectores R y S, cuyas componentes están represen- 
tadas por los números no negativos, hallamos que ellos definen la clase 
de (m x n)-matrices A, la cual se denotará con «/(R, S). Para las clases 
(R, S) están determinadas las condiciones necesarias y suficientes del 
estado no vacío. Sin embargo, en esta parte del analisis combinatorio las 
investigaciones sólo acaban de iniciarse. Ni jera existe un método 
regular para calcular los números de todas las matrices de esta clase o, 
por lo menos, de las matrices normalizadas, es decir, tales en las que las 
líneas que constan solamente de ceros están tachadas y las líncas restantes 
están permutadas de un modo tal que 
nM2an2...21m>0 1.>2>...25>0. 


Para las clases de matrices sc estudian los valores máximos y mínimos 
de los permanentes, de los rangos de frontera, de la a-anchura, etc. 


4,2. RECTÁNGULOS Y CUADRADOS LATINOS 


Así se denominan las disposiciones de los elementos por filas y por 
columnas, cuando los elementos en las líneas (tanto en las filas, como en 
columnas) no se repiten. La denominación “latinos” se debe, pro- 
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bablemente, a Euler quien usó, al estudiar la disposición de este tipo, Jas 
letras del alfabeto latino a titulo de sus elementos. 

Sea dado un a-comjunto S. El problema de construcción sobre él (a 
base de sus elementos) de un (r X s)-rectángulo latino se reduce a la cons- 
trucción de una tabla (r X s)-rectangular en la cual las líneas serán 
representadas, respectivamente, por las r- y s-permutaciones sin repetición 
de los elementos del conjunto S (evidentemente, z s < nm). Por ejemplo, 
la disposición a 


DUST 
13745 
74182 

+14 
representará un (4 X S)-rectángulo latino para S = (1,2, ..., 8). En los 


(rx n)-rectángulos latinos las filas son permutaciones, elegidas de un 
modo tal que los elementos en las columnas no se repitan. Por ejemplo, 


E E 
Ieee 
246531 
TERTE. 


es un (4 x 6)-rectángulo latino para $ = (1,2, . . „ 6]. Si la primera fila 
de un rectángulo latino es tal que sus elementos quedan dispuestos en un 
orden fijado de antemano (con mayor frecuencia como 1, 2, ..., n), en- 
tonces cl rectángulo se llama normalizado. El ejemplo que acabamos de 
aducir puede considerarse como ejemplo de rectángulo latino normalizado. 
Se analizan, a veces, rectángulos latinos que están normalizados no sólo 
por la primera fila, sino también por la primera columna. 

Los rectángulos Jatinos que pueden obtenerse uno del otro mediante 
las permutaciones de las líneas y la reenumeración de los clementos se 
denominan equivalentes. Es fácil ver que para cada rectángulo latino existe 
un rectángulo equivalente normalizado por la primera fila y por la primera 
columna. 

Resulta natural preguntar ¿cuántos rectángulos latinos del tipo dado 
pueden existir? Sea L(r, n) el número de todos los (r x n)-rectángulos 
latinos y N(5 n), el número de (r x »)-rectángulos latinos normalizados. 
Es obvio que 


Lir n) =n NG n); 
con la particularidad de que 
Ll, n= nl; NG, n) =L 


Por cuanto los rectángulos latinos normalizados de dos filas son, en 
esencia, desórdenes, su número será igual al número de desórdenes: 


1 E), 


NO, n)an (o + 
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y, respectivamente, 
LQ, n) = n! NQ, n) = n!Da. 
Sin embargo, ya para el cálculo del número de rectángulos latinos de 


tres filas se necesitó superar dificultades mucho más grandes. Examinemos 
primeramente un tipo particular de tales rectángulos: 


LB SL 
n 1 
an 


a a 4 


y tratemos de determinar su número. El problema planteado de este modo 
es equivalente, en particular, al problema sobre el número de conmutadores, 
cuyos 2n jacks se disponen por un círculo, están unidos dos a dos y, además, 
ninguno de dos jacks vecinos están unidos entre sí. Este problema se conoce 
en otra interpretación, a saber, como problema sobre el número de coloca- 
ciones de n cónyuges en una mesa redonda bajo la condición de que ningún 
par conyugal se siente juntos. La preocupación inicial es, naturalmente, 
sobre las damas; ellas se acomodan de 27! maneras, quedándose vacantes 
las sillas a la derecha y a la izquierda de cada dama. Las sillas desocupadas 
se numeran $, 2, ...... n. Ahora está claro que el primer conyuge no puede 
sentarse en Jas sillas primera y segunda; el segundo, en las sillas 2* y 39, 
etc. hasta el n-ésimo cónyuge, para el cual están “prohibidas” las sillas 1% 
y n-ésima. El problema se resuelve por la fórmula del método de inclusiones 
y exclusiones con las propiedades pi: a; = i, o bien į + 1 (i= 1, 2 
n -= 1), a =n 6 a 1. El número buscado es: 


Un = n! — 2n(n =)! + o. (> am 


2n -r 


En el caso general, el número de todos los rectángulos latinos de tres 
filas compuestos de » elementos se determina por la fórmula (véase (48)): 


o 


NG, n) = E, (Jo «Dinin 


Los números de (3 X n)-rectángulos latinos resultaron ser muy grandes. Los 
rectángulos latinos están por ahora débilmente estudiados, lo que se debe, 
probablemente, a la complejidad de las demostraciones y los enormes 
valores de sus números. En lo que se refiere a los rectángulos latinos con 
un número mayor de filas, podemos decir que en este dominio, en general, 
es poco lo que se conoce (véase [49)). En relación con esto no disminuye 
la importancia de tas fórmulas asintóticas. Partiendo de los resultados 
conocidos: 


LQ, n) = 21D, ~ (MYe"!; LG, n) -(mye?; 
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se ha supuesto que A 
-6) 
LR n) ~ (mte 4 


Esta hipótesis para k < n™? fue demostrada por Yamamoto [$0]. 

A pesar de que las tentativas de estimar superiormente el número de 
(k x 1)-rectángulos latinos posibles no han llevado todavía a resultados 
exactos, ya podemos ver que este número es muy grande y crece rápidamen- 
te con el aumento de k. Esto se confirma con el hecho de que puede obte- 
nerse la estimación inferior empleando la idea de ampliación de los 
rectángulos latinos. 

Ampliar el rectángulo latino significa agregarle filas y columnas de tal 
modo que el rectángulo siga siendo latino. Esto sólo será posible, si el 
número de filas y columnas no sobrepasa el número de elementos n. La 
demostración de la posibilidad de ampliar un rectángulo se realiza por una 
simple repitición de los razonamientos que conducen a la adición de una 
fila por debajo y una columna, a la derecha. Como límite de ampliación 
interviene el cuadrado latino de orden n. 

Sea dado un rectángulo latino 7 (7 n) de n ciementos, los cuales se 
designarán con i, 2, .. .„ m. Planteemos cl problema de ampliar ./(% n) 
hasta que se obtenga -/ (7 + 1, n). Veamos las columnas /=1,2,...,m 
y a cada /-ésima columna pongámosie en correspondencia un conjunto S 
compuesto de n — r elementos que no han integrado la columna dada. 
Obtendremos una colección M = (Si, Sz, . . ., Sa), donde cada conjunto 
Sı consta de n — r elementos. 

El problema de ampliación de.Z(%, n) hasta 4(r + 1, n) se reduce ahora 
a la construcción de un s.rd, para la colección M. Demostremos que tal 
s.rd. existe. Efectivamente, tomemos ./(7, n). Todo elemento 1 de n elemen» 
tos se encuentra en él z veces. En los conjuntos Sr, Sa, . . ., Sa el citado 
elemento se encuentra (4 — 1) veces. Elijamos cualesquiera K conjuntos de 
Si, S2, - ++ Su. En ellos habrá k(n — r) elementos, contando también los 
que se repiten. Pero, cada elemento se encuentra no más de zi — r veces. 
Esto quiere decir que k conjuntos elegidos tienen no menos de K elementos 
distintos. La condición de existencia del s.rd, está cumplida, lo que 
«demuestra precisamente la posibilidad de la ampliación requerida. 

La resolución del problema de ampliación de los rectángulos latinos 
permite dar una estimación inferior para el número de ellos. A sabet, 
existen n! rectángulares latinos /(l, 11), cada uno de los cuales puede ser 
ampliado por lo menos hasta (1 — 1) rectángulos latinos /(2, n). Por con- 
siguiente, existen al menos m1 (1 — 1)! rectángulos -/(2, n). Razonando de 
esta manera, llegaremos a la conclusión de que existe por lo menos 


na Di. Lar +0 


rectángulos latinos (5 n). 
Los cuadrados latinos en los que abora concentraremos nuestra aten 


9% 


ción represen o particular de los rectángulos latinos. /(% s) para 
r=s=n. En otras palabras, los cuadrados latinos son nada más que 
(a X n)-arregtos de n elementos, donde las filas y columnas son permuta- 
ciones de dichos elementos. Por ejemplo, todos los 4 cuadrados latinos 
posibles dos veces normalizados de cu 


1234 1234 12 
yal IES ES 
34172 3412 34 
4123 4321 43 


La existencia de los cuadrados latinos de cualquier orden se asegura 
no sólo por los razonamientos combinatorios generales, sino también por 
el hecho de que todo cuadrado kutino puede o la tabla 
de Cayley, es decir, la tabla de multipli rto casi grupo finito. 
Con el fin de calcular el número de cuadrados latinos y estimar este número 
superiormente hemos de superar, prácticamente, las mismas dificultades 
que tuvimos en el caso de los rectangulos latinos, en particulas, las estima- 
ciones inferiores Henen por expresión (r — n): 


n(n — Dt... 21 


Los cálculos del número de cuadrados Satinos han mostrado que esta 
estimación es muy aproximada. Desiguemos con L(m) el número de 
cuadrados latinos dos veces normalizados y com L(m), el número de 
cuadrados latinos no equivalentes de orden n. Entonces, el número de todos 
los cuadrados latinos de »-esimo orden es igual a n!(7 — 1)!2.(7). “Todos 
los números conocidos 7 (1) y Em) se exponen en la siguiente tabla (ve 
Bop: 


tahtu 4. 
n rn tim 
1 1 1 
2 1 1 
3 1 1 
4 4 2 
$ s6 2 
a 9 a 2 
7 16 ya 080 56 


515 281 40L 8S6 1 676 257 
9 377.597 570 964 25% 8l6 


Ln la teoría de los ci 


trados latinos tos problemas que mayor interés 
provocan son los relacionados con el concepto de ortogonalidad. Dos 
cuadrados latinos se Haman ortogonales, si al superponer uno de ellos sobre 
el otro se obtienen todos los pares de elementos ordenados sin repetición. 
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Dicho de otro modo, dos cuadrados latinos de orden 7: 
Ai = [al A = la 


se llaman ortogonales, si todos los 1 pares (a')?, u) son distintos. 

El estudio de la ortogonalidad de los cuadrados latinos tiene por origen 
el problema ampliamente conocido de Euler sobre 36 oficiales que llegaron 
de 6 regimientos. Cada regimicuto asignaba 6 oficiales de rangos militares 
Se necesitaba inciuir dichos oficiales en una formación de cuadro 
de un modo tal, que en ninguna línea hubiera repeticiones ni de rangos 
ni de nombres de regimientos. Dicho de otro modo, se planteaba el pro- 
blema de construir dos cuadrados latinos ortogonales de sexto. orden 

El problema sobre la construcción de un pas de cuadrados latinos or- 
togonales de sexto orden no admitía resolución y Fuler llegó a la corclusión 
de que tal par no existía. En una obra relacionada con este tema y publicada 
en 1782 Euler emitió la hipótesis de que la imposibilidad de hallar la solu- 
ción se extendía también a los casos de n = 10, n = 14, y, en general, de 
n= 2(mod 4), es decir, n= 2, 6, 10, 14, 18, ... 

Solamente pasados 118 años se dio la primera respuesta a la hipótesis 
de Euler. G. Tarry [51] confirmó la hipótesis a principios del siglo XX para 
n= 6, construyendo y arreglando una y otra vez todos los cuadrados 
latinos de sexto orden. La comprobación ulterior de ta hipótesis se demoró 
de nuevo. Sólo para el año 1960 se demostró que los pares de cuadrados 
latinos ortogonales existían para cualquier orden, a excepción de n = 2 y 
n = 6, que resultaron ser la única excepción (véase [53)). 

Como generalización natural del concepto de par de cuadrados latinos 
ortogonales interviene cl conjunto compuesto por más de dos cuadrados 
latinos ortogonales dos a dos. Tal conjunto también se llama ortogonal. 
Reenumeremos los elementos de los cuadrados de una manera tal que quede 
normalizada la primera fila de cada cuadrado (al reenumerar los elementos 
de un cuadrado, la propiedad de ortogonalidad queda intacta). Entonces, 
los primeros clementos de las segundas filas deben ser diferentes y no igua- 
les a 1. Por consiguiente, el número de cuadrados latinos ortogonales dos 
a dos de orden n no puede ser superior a n — 1, Un conjunto ortogonal 
se denomina completo, si en él están contenidos exactamente n — 1 
cuadrados. 

En la teoría de los cuadrados latinos ortogonales se distinguen dos 
grandes problemas: el problema de existencia de los pares y de las familias 
de cuadrados latinos ortogonales y el de su construcción. Estos dos pro- 
blemas están estrechamente ligados, puesto que la demostración de la 
existencia con frecuencia también resulta ser construcción. El problema de 
existencia de los conjuntos de cuadrados latinos ortogonales resultó ser 
bastante difícil, y las demostraciones de los teoremas correspondientes, 
complejas y engorrosas. Damos a conocer aquí sólo algunos resultados. 

1. No para todo cuadrado latino existe otro cuadrado latino que sea 
ortogonal al primero. 
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Lj=1,2,...m 


Este hecho, al igual que las condiciones de existencia, fue establecido 
en [52). 

2. Si a = p", donde p es un número primo y «œ, un número natural, 
entonces para n >3 existe un conjunto completo de n — 1 cuadrados 
latinos ortogonales. 

Demostración. Paa cualquier n =p" existe el campo de Galois, 
Supongamos que as = 0 y a; = 1, az, 43, . . ., An ~ 1 SON elementos del campo 
de Galois. Construyamos » — i matrices de orden n del modo siguiente: 


Asiak ij=1,2 nl 1=1,2,....n-1 


donde 
AY = aa, + y. 


Esta familia de matrices A; será precisamente el conjunto completo de 
cuadrados latinos ortogonales. En efecto: 

a) cada una de las matrices construidas es un cuadrado latino, pues 
si cualquiera de ellas, digamos 4, tiene dos clementos iguales en una misma 
fila, existen j y j’ tales que 


aa, + aj = n + aje- 
de donde 
a = ap 


En cambio, si admitimos que dos clementos iguales figuran cn una misma 
columna, entonces han de existir distintos ¡e i' tales que 


aa, + aj = ay + aj; 
y, por cuanto a æ 0, tenemos a = a, y, por lo tanto j = i’. 


b) cada par de dichas matrices es ortogonal. Sea I <I </ <n- 1, 
y supongamos que A; no es ortogonal respecto de Ayientonces existen i 


i’, j j” tales que 
tah, aP = Pye, ae), 
es decir, 
at a = am + ay: 
aya, + y= a + o 
De aquí 


ala — a) = ara — a), 
y, por cuanto a + ay, tenemos u = a+, de donde i = i’, y por lo tanto 
j = j'. El conjunto buscado está, de este modo, construido. 
3. Enunciemos ahora una afirmación más general. Sean dados un 
número natu jo 1 y su desarrollo en potencias naturales de los 


y se 


distintos números primos: 1 = pi", p?', ... pie. Sea 
t= mino- Di t= 1,20 N. 


Si £ > 2, existe una familia de / cuadrados latinos ortogonales de orden 7. 

Efectivamente, se ha demostrado anteriormente que para cada n; = pf“, 
F=1,2, » N existe una familia m — 1 (y por tanto, también de /) de 
cuadrados buscados. Para pasar al producto de las magnitudes se debe 
demostrar un teorema intermedio (la validez de la afirmación general se 
demuestra por la aplicación sucesiva de este teo. 

Teorema. Si se tienen dos familias, cada una de las cuales está com- 
puesta por £ cuadrados latinos ortogonales de órdenes n y n’ respec- 
tivamente, existe una familia de f cuadrados latinos ortogonales de orden 
nn”. 

Demostración. A toda familia de / cuadrados latinos ortogonales de 
orden n (1>2, n>3) se Je puede poner en correspondencia una 
[è x (1 + 2)] — tabla construida de los mismos n elementos (designados 
1, 2, , . .. n) de un modo tal que cualquier par de columnas contenga todas 
las n? 2-muestras de clementos (tal tabla se llamará tabla de potencia 2). 
Permutemos en esta tabla sus filas de tal modo que en las primeras dos 
columnas (leyendo «desde arriba) los pares sc contengan en el siguiente 
orden: (1, 1), (1,2)... (1,m)...., (1, 1), (7, 2), . «n, (n, n). Es este caso, 
las siguientes £ columnas reescritas por turno desde arriba (1 columnas en 
una fila) forman f cuadrados latinos de orden n. De hecho, ta primera co- 
lumna de la tabla está construida de una manera tal que en ninguno de 
los £ cuadrados latinos figuren en una fila dos elementos iguales. La segun- 
da columna de la tabla está construida de tal manera que tampoco figuren 
dos clementos iguales en las columnas de los cuadrados. Por ejemplo, la 
(9 x 4)-1abla tiene la forma 


E e 

1222 corresponde a dos cuadrados latinos ortogonales: 
13433 

2123 123 | 

2231 231 y 312 
2312 312 231 

3132 

3,2134 

3392) 


Construyamos dos tablas correspondientes a dos f-familias de 
cuadrados latinos ortogonales de órdenes n y n’. Las dimensiones de estas 
tablas serán n? x (f + 2) y (n°)? x (f + 2), respectivamente. Elijamos en 
cstas tablas la ¿ésima y j-ésima filas: 


A A 
afa aja ... afisz 
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y construyamos, usando dichas filas, una fila compuesta por los pares de 
elementos: 


Minaa, MÍOS, -ah ia Ajea 


De ese modo, se obtienen en total (ani)? filas que lorman una 
Iin’)? x (1 + 2)]-tabla cn la que cada dos cotumnas forman todos los 
pares de los siguientes nn” elementos: 


(1,0, (112)... (1,0%), ... (2, 1), (0, 2), - 


A esta tabla le corresponden f cuadrados latinos ortogonales de orden nn”. 
La monografía [20] contiene una información abundante sobre las cues- 
tiones examinadas en este párrafo. 


s (n, n’). 


43. BLOQUE-ESQUEMAS 


Ll tipo de construcciones combinatorias del cual se trata en este párrafo, 
surgió en la literatura matemática aproximadamente a mediados del siglo 
pasado. J. Steiner publicó en 1853 un pequeño artículo [54] en el que se 
Liataba sobre el problema siguiente: ¿qué número de simbolos pueden 
dividirse en ternas de un modo tal que cualquier par resulte ubicado en 
una y sólo una terna? 

Se ha hallado sin dificultad alguna que sólo los números n = 6k + 1 
y n = 6k + 3, es decir, n = 1, 3(mod 6) son la solución de este problema. 
En efecto, por cuanto cada clemento integra Ja terna junto con los otros 
dos, n — 1 debe ser un número par, y, por consiguiente, n, un número im- 
par, es decir, nel (mod2). Además, en cada terna hay tres 

n(n — 

2 
número ha de ser múltiplo de tres. De aqui, n = ), 3(mod 6), es decir, 
1=3,7,9, 13, 15, 19, condiciones son necesarias. Steiner 
planteó una cuestión: ¿son ellas también suticientes? Reiss (55) dio en 1859 
aa respuesta al irmativa 

Ni Steiner ni Ress sabian que un problema combinatorio análogo fue 
planteado y resuelto un poco antes, en 1847, por Kirkman [56]. Pasados 
tres años, Kirkman propuso otro problema combinatorio [57]: una pro- 
fesora saca cada día a pasear a un grupo de 15 niñas; las forma en 5 filas 
de a 3 niñas en cada una; se requiere organizar las ternas de un modo 
tal que en el transcurso de 7 días cada alumna se encuentre con todas las 
demás una sola vez. 

El sistema de termas descrito en este problema lleva el nombre de 
Kirkman. En comparación con el sistema de ternas de Steiner, en éste está 
presente una condición adicional (fa llamada condición de solubilidad): el 


pares. Cada par aparece una sola vez. En total hay pares. Este 


conjunto de tern 


s ha de ser partido en componentes (en el pro- 


n- 
2 
blema de Kirkman hay 7 componentes y cada una corresponde a un día 
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de la semana) de tal modo que cada uno de z elementos aparece exac- 
tamente una vez en las ternas de cada componente. 

Surge la pregunta: ¿cuántos sistemas del tipo dado existen? Para las 
ternas de Steiner se sabe lo siguiente. Si n = 3, 7, 9, entonces existe 
solamente un tipo de tal sistema, a saber; 

a) para n = 3, solamente cl sistema de una terna 


123 
b) para 1 = 7, solamente de sicte ternas 
123 
LAS AO AA 
167 257 IS 


c) para n = 9, solamente el siste 


de 12 ternas 


1324 

145 Fay 348 

16 8 256 y 3 y 46 7 
LES DIG HD SES 


Resultó que para n= 13 existen dos sistemas de soluciones no isomor- 
fas, es decir tales que no pueden ser obtenidos uno del otto por sustitución 


de los clementos o por permutación de las termas. Listos sistemas constan 
de 22 ternas iguales 


E 4 

k S S 2 4 6 

14 7 T € T € 8 + 34 851 
EE S € 2 8 10 hh Ty TOR s.n 
1 10 H 2 $% 12 4 10 13 710 12 6.9 11 
12013 24113 annn E 


y cuatro no equivalentes: para cl primer sistema 


3 é 5613 
391 59 J0 


y para el segundo, 


356613 5 6 10 
3 9 10 Ss 9 3. 


Para cl año 1925 fueron terminados los cálculos de los sistemas de ternas 
de Steiner para n = 15: tales sistemas diferentes resultaron ser 80. Por lo 
que sabe, no se volvieron a calcular las ternas de Steiner para n > 15. En 
lo que atañe al múmero de sistemas no isomorfos de ternas de Steiner, éste 
crece indefinidamente con el aumento de 7 (véase [58)). 

La solución del problema de Kirkman (conocida desde el año 1921) es 
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1 2 5 EXA 1 4 15 tAn 
3 14 15 2 815 2 $584 27 
4 6R 4 1 13 3 10 12 Sen 
753805 582.1 370 4 91M 
9 10 13 6 710 6 8 14 5 10 15 
113810 1 74 120 
21314 2 410 2 3 6 
$5 +7 E +4 4 5 3 
-E 6 13 15 TIN 
14/21 E 942 10 11 14 


Los métodos de construcción de los sistemas de ternas son, en lo principal, 
recursivos, es decir, se construyen sistemas “iniciales” de ternas para los 
valores pequeños de los parámetros, y después se emplean los métodos que 
se apoyan en esta reserva que ya se tiene. He aquí algunos de estos métodos. 

Si existen dos sistemas de ternas de Steiner, A y B, de órdenes v; y 
vz, respectivamente, puede construirse un sistema de Steiner más, el C, de 
orden v = v-v», que contiene subsistemas isomorfos a los dados. 

Sea (a;, aj, ax) una terna del sistema A y sea (br, by, bu) una terna del 
sistema B. Construyamos el sistema de ternas C a base de los elementos 
eyi=1,2 v j=1,2,..., 12) que forman las ternas (Cir, Cj, Cku), 
si cstá cumplida alguna de las condiciones siguientes: 1) r =S = u, (0, a, 
ax) € A; 2) ìi = j = k, (br Da, bu) € B; 3) (Gi, aj, ar) EA, (dr, Day bu) € B. Un 
sistema opra al sistema A será el primero de ellos a condición de que: 
r = J, y de sistema isomorfo a B servirá el segundo con la condi- 
ción de que i=j =k = 1 

En 1893 Moore {59] propuso el método de construcción de las ternas 
de Steiner basado en las ideas expuestas más arriba. 

Sean dados los sistemas de Steiner: Sz de orden vz, que está integrado 
por Sy de orden vy, y Sı de orden vı > i; entonces, se puede construir un 
sistema de Steiner S de orden v = us + vi(vz — vs) que tenga subsistemas 
isomorfos a Si, Sz, Si. 

Tomemos un conjunto de v= w + vlv- u) elementos y 
representémoslo en la forma siguiente 


Formemos Jas ternas tigiéndonos por las siguientes reglas. 

1. Pongamos los elementos de Mo en una correspondencia biunívoca 
con los elementos de $; y clijamos todas las ternas (a;, aj, ar), si ellas co- 
rresponden a las ternas del sistema Sy. 


103 


2. Pongamos los elementos del par de conjuntos Mo y Mi, i=3,2,..., 
v en una correspondencia biunivoca con el sistema Sz de un modo tal que 
Mo corresponda a su subsistema Sy. Las ternas compuestas por los elemen- 
tos de Mo ya se han encontrado según la regla antecedente, Las demás ternas 
han de contener no más de un clemento de Mo, y, por consiguiente, tienen 
la forma: (am bi, Dik) Ó (b, Du, bu). Por supuesto, ellas deben co- 
rresponder a las ternas restantes del sistema Sz. 

3. Definamos cl sistema Sı sobre los números 1, 2, ..., v. Si Y, y 
r) es una terna de este sistema, formemos todas las ternas de la forma (byr, 
Dry, Dr), donde x + y + z = 0 (mod v — us). 

Las reglas citadas dan todas las ternas del sistema S de orden 
V= 0 + (u = vs). 

En lo que se refiere a las ternas de Kirkman, podemos decir que se 
han encontrado métodos, con ayuda de los cuales ellas se construyen para 
los órdenes (véase [60]) 


v= 15, 15-3", 3", 2-1, 


Pueden considerarse también ternas de otros tipos, diferentes de las de 
Steiner y Kirkman. Así, por ejemplo, un cuadrado latino genera el conjunto 
de n? ternas ordenadas, donde cada terna (i, j, k) corresponde a que en 
la ¿ésima fila y la y-ésima columna se dispone un elemento k; i j, k = 1, 
2, ..., n, La condición de que una totalidad de ternas (i j, k) (i, j, k=1, 
2, . « „ n) forma un cuadrado latino consiste en que cualquier par de com- 
ponentes de la'terna ha de encontrarse una y sólo una vez 

Introducidos los sistemas de ternas de Steiner y Kirkman, los problemas 
en el dominio de las muestras combinatorias, a lo que parece, deberían 
concentrarse en las siguientes direcciones: 

a) en la elaboración de los métodos de construcción eficaz de los diver- 
sos sistemas, en primer lugar, de las ternas de Steiner y Kirkman; 

b) en las generalizaciones de los problemas de ternas para los sistemas 
de d-, 5; 6- etc. conjuntos. Aunque dichos problemas siguen siendo ac- 
tuales hoy día (véase [61)), tal camino de desarrollo paulatino fue pertur- 
bado. Tuvo lugar un salto lógico, cosa no tan rara en las matemáticas. La 
superación de Jas dificultades se empezó a buscar en la vía de construcción 
de una teoría más general. 

Actualmente entre los sistemas de incidencia los que mayor interés 
presentan son los bloque-esquemas (esquemas en bloque). El estudio de 
estos se efectúa con gran actividad, lo que se explica tanto por las 
necesidades de la práctica, como por los intereses científicos puros. 

En forma simplificada el origen de los bloque-esquemas puede ser 
descrito del modo siguiente. Los resultados del experimento realizado a un 
mismo tiempo en condiciones determinadas se escriben en forma de colum- 
na (bloque). Los resultados reiterativos, obtenidos en otras condiciones 
(cambiadas), proporcionan bloques nuevos. La colección de los bloques da 
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una tabla bidimensional llamada bloque-esquema (en forma abreviada BD, 
que proviene de la expresión inglesa “block-design”). 

De la elaboración estática de los resultados nace un enfoque al problema 
de planificación del experimento, es decir, de formación de su esquema 
(plan) con el fin de obtener resultados óptimos con un número mínimo 
de prucbas. 

Para el análisis combinatorio, entre un gran número de problemas con- 
cernientes a los bloque-esquemas los que mayor interés representan son los 
problemas de existencia y clasificación, los que estudian las propiedades 
de los diferentes tipos de bloque-esquemas, los métodos de construcción 
de los mismos, la correlación, la elaboración de las cuestiones contiguas 
de la matemática discreta, de las geometrías finitas, de los grupos finitos, 
etc, Estos problemas teóricos se analizan intensamente desde el fin de los 
años 30 y el principio de los 40. 

Sca un v-conjunto de elementos my, ma, ..., m, Los elementos de 
dicho conjunto están distribuidos entre b bloque-subconjuntos Mi, Ma, 
. + » Mb, Ja intersección de los cuales no es obligatoriamente un vacío. El 
número de elementos en el bloque My lleva el nombre de volumen del bloque 
y se denota con kj. Los elementos pueden aparecer en varios bloques. Sea 
riel número de apariciones del elemento wy (es decir, el número de bloques 
que contienen m), i = 1,2, ...., v; por fin, introduzcamos el número de 
repiticiones (pares no ordenados) de los elementos: A (p = 1, 2, . . .. (4/2). 
En tal caso suele decirse que el conjunto de bloques Mi, ..., Mp forma 
un bloque-esquema con los parámetros v, b, £, kj, Ap (si en lugar de los 
pares se analizan las ternas o -muestras de elementos, entonces la disposi- 
ción correspondiente se denomina configuración táctica). Así pues, un 
bloque-esquema se caracteriza por los parámetros v, b, r, kn Ap. 

Pueden haber varios tipos diferentes de bloque-esquemas. Por eso in- 
troduzcamos el principio de la clasificación de los bloque-esquemas tal 
como se formó hasta el presente. Ante todo, un bloque-esquema se lama 
completo, si en cada bloque están contenidos todos los elementos del con- 
junto, es decir, ky = v, j = 1, 2, ..., b, e incompleto, si ky < v, j = 1, 2, 
+. b. Los cuadrados latinos pueden servir de ejemplo de los bloque- 
esquemas completos, 

Los bloque-esquemas incompletos se dividen, a su vez, en dos grandes 
clases: la clase de bloque-esquemas incompletos equilibrados (en la forma 
abreviada BIB-esquemas, lo que viene del inglés “balanced incomplete 
block design”) y la clase de bloque-esquemas incompletos parcialmente 
equilibrados (PBIB, del inglés “partially balanced incomplete block 
design”). 

Un bloque-esquema se llama BlB-esquema, si ki = k=... = 
=k=k<v m=...=r,=r, y »=h para cualquier p; dicho de 
otro modo, en un BIB-csquema todos los elementos tienen un mismo 
número de repeticiones, todos los bloques son de igual volumen y cada 
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par de elementos aparece en un mismo número A = const de bloques. Los 
PBIB-esquemas se diferencian en que en ellos A # const. Debido a esta 
circunstancia se genera un gran número de diferentes tipos de PBIB- 
esquemas, lo que crea dificultades considerables en la investigación de ellos. 

Se denomina bloque-esquema incompleto parcialmente equilibrado con 
an clases, o, en forma más breve, PBIB(»1)-esquema a un bloque-esquema, 


enol que el conjunto de todos los 6) pares de sus elementos puede ser 


partido en m clases disjuntas (un par de elementos referente a la ¡-ésima 
clase se denominará ¡-conexa), de un modo tal que 

a) cualquier par de elementos ¿conexos esté contenido exactamente en 
» bloques (i = l, 2, ..., m); 

b) para cualquier elemento exista exactamente m elementos que sean 
i-conexos con el primero (i = 1,2, ..., m); 

c) para todo par de clementos ¡-conexos, A y 8, el número de elementos, 
j-conexos con a, y, al mismo tiempo, /-conexos con ĝ, es igual a pj, con 
la particularidad de que p} = ph (i j} l= 1, 2, .. n m). 

Por consiguiente, los parámetros de un PBIB(m)-esquema son los 
números 


v, b k r, N mi, pa Mjl=1,2... m), 


Con el objeto de contribuir a concebir un gran número de construc- 
ciones combinatorias nuevas y, a veces, complejas, proponemos al lector 
el esquema de la clasificación primaria de los bloque-esquemas señalando 
las continuaciones posibles (fig. 4.1). 

La teoría moderna de los bloque-esquemas es enorme en cuanto al 
número y volumen de las investigaciones reales, a menudo dispersadas y 
débilmente organizadas. Más abajo se expondrán los fundamentos de esta 
teorla sin pretender interpretar los hechos plenamente. 

Al principio de este capítulo ya se ha considerado en forma general 
el método de representación matricial de la estructura de un conjunto. Apli- 
quémoslo a los bloque-esquemas. Sea un bloque-esquema con los 
parámetros v, b, k, r". Pongamos 


my = ($ si el iésimo elemento se encuentra en el j-esimo bloque 
7 . 
Y lo, en el caso contrario, 


j=1,2,..„ b. 

La (v x b)-matriz N = |y] se llama matriz de incidencia del bloque- 
esquema dado; en este caso cada fila de la matriz N contiene 7 unidades 
y cada columna contiene k unidades (p es igual al producto escalar de 


lal 2 ea 


D No vamos a escribir el parámetro A, si no se indica de qué, precisamente, bloque- 
esquema (equilibrado o parcialmente equilibrado) se trata en el caso a considerar 
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Be 
completos. 


lcomyleros 


A const 


[Proesa 


i 
1 
1 
1 
1 


i 
(Clasificación según 
el número y tipo. 
de i- conexiones) 


Planos 
prayectivos 
tinitos 


dos filas). Por ejemplo, un B1B-esquema con los parámetros v = 6, 6 = 10, 
k= 3, r = $, A = 2 tiene la siguiente representación matricial (matriz de 


incidencia): 

Bloque-esquema Matriz 

1+111128333% 113911049U00 

2343234454 1000110101 

FETFICETHOS EA 11000611010 
0110001101 
0011010110 
AS AA E E S 

He aquí un ejemplo más: supongamos que para un 9-conjunto se exa- 


mina el síguiente sistema de subconjuntos: 


Bı = (l, 2, 3 B: = (4, 5,6);  By=(7,8, 9) W= (1, 4, 7); 

Bs = (2, 5, 8); Bs = (3, 6, 9) b = (, 5, 9); B: = (2, 6, 7); 

Bs = (3, 4, 8); Bio = (l, 6, 8); Bu = (2, 4, 9) Bu = (3, $, 7). 
No es difícil ver que este sistema es un B1B-esquema con los parámetros 


v=9,b=12,k=3,r=4,h= 1. Escribamos el bloque-esquema, como 
antes, en forma de una (k X h)-tabla rectangular: 


VETT IAS AS 
258456564645 
369789978897 


107 


La matriz de incidencia de este bloque-esquema es 


100100100100 
100010010010 
100001001001 
vtoto0o001o0o10 
010010100001 
010001010100 
4011400107901 
001010001100 
001001100010 


Pese a que la matriz parece ser engorrosa, las matrices binarias de 
cidencia son en la práctica muy simples para las operaciones. Del an 
de sus estructuras, podemos obtener directamente una serie de propiedades, 
incluidas las relaciones entre los parámetros. Por ejemplo, para los bloque- 
esquemas tenemos en general 


n= y ky. 
r 
lo que es obvio, En particulas, para los BIB-esquemas tenemos 
bk = vr; (0) 
rik- 1) =Mo =D 0) 


La primera de las relaciones expresa un simple cálculo del número de 
elementos en el bloque-esquenia (es decir, el número de todas las unidades 
en la matriz de incidencia). En la segunda relación los razonamientos son 
los siguientes: cada elemento se encuentra r veces y está siempre contiguo 
de k — 1 elementos. Este mismo clemento se encuentra A veces haciendo 
un par con cada uno de las v — 1 elementos. 

Veamos las relaciones entre los parámetros del PBIB(m)-esquema. Es 
evidente que subsiste, ites, ka iguntdad (I). Establezcaros algunas 
otras igualdades 


m=v-k X Nn = rik- 1) 


Si, np itj 
ph = 3 
En A dije dam o 
nph= npka pl id 2 m 


La primera de las relaciones es obvia. La segunda es una modificación de 
(2) y se demuestra por razonamientos análogos. En la siguiente igualdad 
$) ph significa el número de elementos J-conexos con cualquiera de los 
E 

dos elementos i-conexos. Es igual, por consiguiente, a iy (si i # j), o bien 
a m- 1, (si 7 j). En lo que se reficre a la última relación, esta se 
10R 


demuestra del modo siguiente: tomemos un elemento fijo œ. Por definición, 
existen /ų elementos fi, B2, ... ., Ban Fconcxos con æ, y, además, n clemen- 
LOS yi, Yas - + «+ Yaj -conexos con œ. Construyamos una tabla binaria 


en la cual 
a, 1, si f: y y. son I-concxos; 
bu = k 
O, en cl caso contrario. 


Calculemos el número de unidades en cada columna de la matriz: 
a 
C 
D byu = Phi 
pet 
y en cada columna: y 
F. 
D bt = Pli 
t] 


De los dos métodos de cálculo de todas las unidades en la matriz obtenemos 


mha ph 


Las relaciones (1), (2) y (1), (3) son condiciones necesarias para que 
exista los BIB- y PBIB(m)-esquemas, respectivamente. 

Sea N = |n] una (v x b) matriz de incidencia de un bloque-esquema 
incompleto equlibrado con los párámetros v, b, s, k, X. En este caso N 
satisface la siguiente ecuación matricial 


NNT = (r = MI +A, 
donde N7 es la matriz transpuesta de N; / es la matriz unidad de orden 


v; J es una matriz integrada plenamente por unidades, también de orden v. 
Efectivamente, calculemos el producto 


NNT=B=lbyl; ij=1,2,...v. 


El elemento by es igual al producto escalar de Ja ¡-ésima fila de N por 
la j-ésima columna de N7, por consiguiente, 


De aquí 


B= Re ramones 
kr 


Para la matriz B puede hallarse el valor de su determinante: 
det B = (r = OA 
Para obtener este resultado basta sustraer la primera columna de todas las 


demás colummas, y a continuación, agregar la suma de todas las filas, par- 
tiendo de la segunda, hacia la primera fila. En este caso, por arriba de 


la diagonal principal se dispondrán sólo los ceros: aj, = r + (v — IN 
ai =... = ai, = 1 — N, Jo que nos da el resultado buscado, Por cuanto 
de que k < vse deduce queh = r ÉL < r entonces det B = 0. Hacien- 


do uso de (2), tenemos 
det B = (r — NY- trk 0, 
De este modo, el rango de la matriz B es igual a v. Por olra parte, 
el rango de N (y el de N”) no sobrepasa b. Según se sabe por la tcoría 


de las matrices, el rango de un producto no es superior a los rangos de 
los factores. De aquí se deduce una desigualdad importante 


b>v, 


llamada desigualdad de Fisher, la cual sirve también de condición necesaria 
para Ja existencia de un BIB-esquema. 


Del análisis de la matriz de incidencia N y de la matriz B = N'N” 
pueden deducirse una serie de teoremas referentes a los tipos particulares 
de los bloque-csquemas (véase [62]). 

Las matrices de incidencia no son cl único método de describir los 
bloque-csquemas; otro método análogo es el de aplicación de las formas 
cuadráticas. Este último método es singularmente interesante, porque la 
teoria de las formas cuadrática está suficientemente claborada. En efecto, 
la correlación N-N=(r—=AI+AS se reenuncia en las formas 
cuadráticas. Introduzcamos las variables indeterminadas: Xi, Xa, ++ Xy 
correspondientes a los elementos de los bloque-esquemas, y asignamos 2 
cada bloque dy la forma, 

Lja Dx, j=1,2... 
ii 


v, 


donde ny es la multiplicidad del elemento ¿ en el bloque bj. Entonces, a 
la ecuación matricial NN” = (r — NI + Al se le pondrá en corresponden- 
cia la forma cuadrática: 


DLE Ex) 
z 


En Ja teoría del análisis combinatorio y en las aplicaciones del mismo 
los bloque-esquemas desempeñan un papel de importancia. Varias de las 
estructuras combinatorias conocidas representan tipos particulares de los 


mo 


bloque-esquemas o son equivalentes a los últimos. Aclaremos esto con un 
ejemplo. 

Según lo dicho con anteroridad, los cuadrados latinos resultan ser 
bolque-esquemas completos. Las ternas de Steiner son, en esencia, BIB- 
esquemas, para los cuales k = 3, A = 1. Para ellos las correlaciones (1) y 
(2) entre parámetros adquieren la forma 


3h = w; 2r=4- 


de donde 
r+ 1) 


erro C 


n por consiguiente, 
r=0, 1 (mod 3); v = 1, 3 (mod 6). 


Las matrices de Hadamard /7 son equivalentes a los tipos particulares 
de los bloque-esquemas. Efectivamente, tomemos ta matriz H de orden 
n > 3. Se conoce (véase $ 4.1) que n = 0 (mod 4). Normalicemos #7, cs 
decir, multiplicando las filas y las columnas correspondientes por —1, 
reduzcámosla a una forma, en la cual la primera fila y la primera columna 
estarán compuestas de unidades positivas. Tal matriz // de orden 
n= 41 >8 resulta ser equivalente al BIB-esquema simétrico con los 
parámetros 


vu=sb=4=k k=r=21-1 


h=1 


En efecto, a toda matriz normalizada F/ se le puede poner en corresponden 
cia una (0, l)-matriz 4 de orden v = 41 — 1, en cada línea de la cual se 
tienen k = 2f — 1 unidades. El método de esta operación consiste cn que 
en la matriz normalizada Æ se tachan la primera fila y la primera columna, 
y en la matriz restante todos los menos uno se sustituyen por ceros. La 
matriz A satisface la relación 


AA =t 


y representa, pues, una matriz de incidencia de un bloque-csquema in- 
completo equilibrado en el que r — A = 1, y à = 1 — 1. Los razonamientos 
son fácilmente invertidos, lo que precisamente demostrará nuestra 
afirmación. 

En el $ 4.2, al demostrar el teorema de existencia de la familia de 
cuadrados latinos ortogonales, se ha mostrado que la construcción de tal 
familia es equivalente a la conformación de una tabla ortogonal de fuerzas. 
Resulta, no obstante, que la existencia de la última origina la existencia 
de un bloque-esquema de determinado tipo. Expliquemos este hecho más 
detalladamente, pero, antes demos a conocer la definición genera! de la 
tabla ortogonal. 

Sea dada una (m X N}matriz A con elementos del conjunto 


=(0, 
m 


1,2,...,s — 1). Existen en total s' diferentes columnas de longitud £ con 
los clementos del conjunto mencionado. Si en cada submatriz de / filas 
de la matriz A la columna (x1, Xz, » » «+ X)" aparece MXi, Xz, » + «y Xi) VECES, 
donde el número A es positivo y no varía al realizarse las permutaciones 
de Ni, Xu +... Xn entonces la matriz A se Hama fabla parcialmente 
equilibrada de fuerza t con N columnas, m filas, s símbolos y los 
parámetros Mxi, Xz,» » «+ X;), o, en una forma más breve, tabla (N, m, 5, 
r) con los parámetros Mx1, X2, - - -, X). SIA = const para todas las columnas 
(Xt Az, + + X), entonces la tabla (N, mm, s, 1) se denomina tabla ortogonal 
de índice A. 

Aduzcamos, a título de ejemplo, una tabla ortogonal (18, 7, 3, 2) de 
índice A = 2 con los simbolos 0, 1, 2: 


Tabla 42 
Numeros eros dte las columnas 
le las 
A AS me 
102.34 5 6.7 8 91000120014 1516 W 
to tegalo Ltr tató 13014 
2 joi 2012120201120201 
3 losyalizro 1230612011420 
4 fotajzo1201012)120120 
S for2ar20o20/112001220154 
6 foraj2011 20120201012 
7 loo 2000411141422 721 


Si separamos de esta tabla 
obtendremos una tabla parcia 
parámetros 


tres primeras columnas y la última fila 
Imente equilibrada (15, 6, 3, 2) con los 


23500» 
Isi xi 


An, A2) = [ 


Mo 


La existencia de k cuadrados latinos biunivocamente ortogonales de 
orden s es equivalente a la existencia de una tabla ortogonal (s?, k +2 
3, 2) de índice A = 1 

Efectivamente, sca que tenemos una tabla ortogonal (s*, k + 2, s, 2) 
y supongamos que los elementos en esta tabla están designados con los 
números 1, 2, ....., S. Permutemos las columnas en la tabla de una maneñ 
ta! que los elementos de las columnas en las primeras dos filas se encuentren 
en orden 


4D, (12) + (5) > 
3,4. 


a (5, 1), (5,2) + (5, 5). 
a k + 2 construyamos la tabla A; = ($°, s, s, 2) del 


modo siguiente: la primera columna A, consta de los primeros s elementos 
de la fila / de la tabla inicial; la segunda columna, de los siguientes s elemen- 
tos, ete. hasta la última compuesta por los últimos s elementos de la misma 
fila. Las tablas 43, A4, . . ., Ax + 2, conformadas del modo indicado, forman 
un conjunto compuesto por k cuadrados latinos biunívocamente or- 
togonales de orden s. El hecho de que la tabla A; no contiene dos elementos 
iguales en la columna lo muestra el examen de la primera fila de la tabla 
inicial. Una propiedad análoga de las filas se ve del examen de la segunda 
fila. Si 15 f, entonces, A, y Ay son ortogonales, lo que se desprende del 
método de construcción de las filas correspondientes. La demostración 
como es fácil comprobar es convertible, 

Las investigaciones científicas en el dominio de los bloque-esquemas 
se agrupan actualmente alrededor del problema de existencia (o no existen- 
cia) de los tipos aislados de los bloque-esquemas, del estudio de sus pro- 
piedades y de la búsqueda de los métodos de su construcción. La teoría 
combinatoria se encuentra en este respecto sólo al principio de su desa- 
rrollo, Para el estudio ulterior de este tema podemos recomendar al lector 
las capítulos 10—16 del libro (4). 

Las investigaciones modernas en el dominio de las disposiciones com- 
binatorias y de los bloque-esquemas requieren, en particular, la utilización 
de la teoría de los números, la teoría de las matrices, la teoría de los cuerpos 
convexos, ete. 


4.4. PERMANENTES 


Este concepto ha adquirido en el análisis combinatorio moderno una 
imporiancia teórica y práclica tan grande que consideramos necesario 
dedicarle un párrafo especial aparte. 

Scan dados un conjunto S = {3y 


«a» Sa) y cierta familia de sus subcon- 
juntos M = (81, Sz, -.., Sm). El teorema de P. Hall da las condiciones 
necesarias y suficientes para que la Familia M posea sistemas de represen- 
tantes distintos y una frontera inferior para el número de tales sistemas. 
Sin embargo, cn muchos problemas del análisis combinatorio surge la 
necesidad de obtener estimaciones más exactas de este número. Este ob- 
jetivo se consigue por introducción de una nueva noción, permanente de 
la matriz, y estudiando las propiedades del mismo. 

Sea una matriz A = lay, i= 1, 2, .... mij=1,2,..., n, cuyos 
elementos están representados por números reales, Se denomina per- 
manente de la matriz citada la expresión (el número) 


perA= Y IL dew, 
en la que Ja sumación se realiza respecto de todos los encajes o de (1, 2, 


s.» mM) en (1, 2, -.., n). En este caso se supone, naturalmente, que 
mgn. 


R bola 113 


Sea 4 una matriz de incidencia para M respecto de S, entonces 
per A será el número de sistemas de representantes distintos, de los cuales 
dispone la familia de subconjuntos M. 

Los permanentes fueron introducidos en 1812, casi simultáneamente, en 
las memorias de Binet [63] y Cauchy [64] en relación con el desarrollo de 
la teoría de determinantes como tipo especial de las funciones simétricas 
de signo variable. Fl término “permanente” meció por primera vez en 
la obra de Muir (45), donde están enunciadas algunas propiedades del 
permanente, 

Es cvidente que el permanente es invariante respecto a las permutaciones 
de las filas y columnas en la matriz A; la multiplicación de los elementos 
de cualquier fila de la matriz A por un escalar q sustituye per A por 
a per A; el desarrollo de Laplace en menores respecto a las filas es válido 
también para los permanentes. 

Una lista (giat), azs, - - >» Amon) de elementos de la matriz A, en 
la cual ningún par se encuentra en una línea (fila o columna) se denominará 
transversal. El permanente de la matriz A representa, de este modo, una 
suma de todas las n!(n — m) transversales de los productos de los clementos 
de la matriz A, dispuestos en una misma transversal. 

La determinación de permanente y de sus propiedades señalan que la 
noción de permanente es próxima a la de determinante, Sin embargo, si 
la técnica de cálculo de los determinantes está actualmente bien elaborada, 
el cálculo de los permanentes es un problema técnicamente difícil, cuya 
resolución requiere nuevos avances. Hoy día sabemos sólo un método que 
consiste en la aplicación de la fórmula de inclusiones y exclusiones. 

Denotemos con A, una matriz que se obtiene de fa matriz A reemplazan- 
do r de sus columnas por columnas compuestas de ceros. Sea S(4;) el pro~ 
ducto de las sumas de las filas A,, y ES(A,), lus sumas S(4,) respecto de 
todas las selecciones para Ar. En este caso es válida la siguiente fórmula 

ida Y 


de Ryser: 
FAA 
-»(" EN Ñ 5 A 
her] 


En efecto, designemos con M el conjunto de todas las m-permutaciones 
Uns « + « Jm) con repeticiones de los números naturales 1, 2, . . „ n. Suponga- 


mos que el peso de tal permutación es igual a 1] ay, y la propiedad p 


iai 
significa que dicha permutación no contiene cl número entero į (i = 1, 2, 
- «u n). Supongamos ahora que A, se obtuvo de A por sustitución de las 
columnas con los números í1, ía, - - .. i por las compuestas de ceros. En- 
tonces, la suma de los pesos de las permutaciones de M que poseen cada 
una de las propiedades Pi, Pi, -- » Pir es igual a 


Vi» Pio += >» Pu) = SAN). 
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Por consiguiente, 
Kir) a 2 «a On Pas + Pi) = ESA). 
shen cis 

La función per A es igual a la suma de los pesos de los elementos de M 
que satisfacen las n — m propiedades p; (i = n). Al hacer uso de 
la fórmula del método de inclusiones y exclusiones, llegamos a la fórmula 
de Ryser aducida más arriba. Para una matriz cuadrada A de orden n esta 
fórmula adopta la forma 


per A = E YESA. 


Si J es una matriz de orden n, compuesta integramente por unidades, 
entonces per J= n!, y a titulo de corolario, obtenemos la identidad 


n= y En (7) n- 


Si consideramos la matriz j — 1, donde 7 es la matriz unidad, tenemos 


perg- Nan EY 
Tag 
donde D, es el número de desórdenes. Valiéndonos de ła fórmula de Ryser, 
podemos obtener otra fórmula para el número de desórdenes: 


Y (o Dni 1970. 


z0 


Existe una conexión interesante entre cl permanente de una matriz 
cuadrada A = lay] (i j = 1, 2, . . „ n) de orden n y los permanentes y deter- 
minantes de sus submatrices principales, Designemos con Qx,» el conjunto 
de todas las sucesiones crecientes J= Uu --  }) de longitud k de los 
números naturales 1, 2, IS <j <... < je Sn. Sea JE Qr,ni 
con AU] denotemos una bahi dosd 1, 2, . +. k) de la matriz 
A, y con A(J), una submatriz de la matriz A de orden (1 — k), complemen- 
taria a AL). 

Resulta válida la siguiente relación (véase [66)): 


perA = En 2 per AQ) del AY]. (1) 


¿Ohne 


Efectivamente, no es difícil notar que la expresión en cl segundo miembro 
de esta fórmula representa una suma de los productos de los elementos 
de la matriz A dispuestos en una misma transversal con ciertos coeficientes 
enteros. Por consiguiente, 


È, ye, en Por A(MdeL AU = Ea i totiz 


P us 


donde fa sumación se realiza respecto de todas las sustituciones o del grupo 
simétrico Ga de grado n. Demostremos que ds = 1 para cualquier sustitu- 
ción a € Sn. Con ello quedará demostrada la fórmula (1). Desarrollemos 
o en producto de ciclos: a = (C1) . . . (Cm), y notemos que la expresión diot) 
+ +. duain) figura en aquellos y sólo aquellos productos per 4(7) det A [7] 
del segundo miembro de la fórmula (1), para los cuales existen los números 
naturales h, ...,H(1<h1<... <4 <m, 4 < i< m) tales que Lt... 


j) = U G,, donde d,, es el conjunto de números naturales que forman 
szi 


la notación del /p-ésimo ciclo. Por consiguiente 


a= YY DY E paita a 
i Kum 
-$ Bew ler 
121 KQ m V 
donde lh, » . „Al es la longitud sumaria de los ciclos cn, —., € La afir- 


mación está demostrada. 
Observemos que la identidad (1) puede ser escrita en la siguiente forma 


detA = H(-D7' Y det AM) per Af). 
kal HQra 


He aquí dos identidades de MacMahon [72] que pueden obtenerse como 
simples consecuencias de la fórmula (1): 


x 
peA = HD D JT detA, 6) 
k=l NN Nm y 

. x 
= $p- y 
da A = EN AR, y) i q per AN). (4) 


La suma se toma aquí respecto de todas las particiones del conjunto 
N=(1,2,... n} en k partes Ni, . .., Nx. En efecto, sustituyendo per 
A () en el segundo miembro de la fórmula (1) por la expresión correspon- 
diente según Ja misma fórmula y haciendo así un número finito de veces, 
llegamos, tras algunas transformaciones sencillas, a (3). La identidad (4) 
se demuestra de un modo análogo empleando la fórmula (2). Las 
dificultades que existen con los cálculos de los permanentes condujeron 
a la aparición de desigualdades, las cuales desempeñaron un papel fun- 
damental en la investigación de toda una serie de problemas del análisis 
combinatorio: problemas de Van der Waerden sobre el mínimo del per- 
manente de una matriz dos veces estocástica, problemas de estimación del 
número de ternas de Steiner no isomorfas y de rectángulos latinos, pro- 
blemas sobre cl número de recubrimientos de un grafo dimensional reticular 
por dímeros, etc. 
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Cronológicamente la primera desigualdad no trivial para los per- 
manentes fue obtenida en 1961 por Marcus y Newman [18]. Sea 4 una 
(mm X n)-matriz, y sca B una (1 X m)-matriz. Entonces 


[per (A-B)? < per (4:4”)-per(B-B”), 


con la particularidad de que la igualdad se consigue, si y sólo si existe una 
fila nula en A, o bien una columna nula en B, o bien A = DPB? para 
cierta matriz diagonal D y la matriz conmutadora P. El signo T denota 
la operación de transposición de la matriz. Para una matriz cuadrada de 
orden n de aquí se deduce (si ponemos B = 1): 


Iper AP? < per (4-A). 


La igualdad se verifica, si y sólo si A tiene una fila nula o bien A = DP. 

En 1980 Egórychev [67), haciendo uso de la representación del per- 
manente en forma de un discriminante mixto, introdujo en la teoría de 
permanentes las desigualdades clásicas de Alexándrov y Brunn-Minkowski 
que se emplean en la geometría, Debido a ello él tuvo éxito en demostrar 
la validez de la conocida hipótesis de Van der Wacrden”, 

Aducimos estas desigualdades para los permanentes, dejando al tado 
su fuente originaria, es decir, la tcoría geométrica de los discriminantes 
mixtos de A. D. Alexándrow, desarrollada por él en los años 30 y utilizada 
para estudiar los volúmenes de los cuerpos convexos en el espacio 
cuclidiano. 

Nos harán falta algunos hechos del álgebra lincal. Sea L un espacio 
lincal de dimensión finita sobre R, y sca p una forma bilincal simétrica 
en L. Suele decirse que (L, p) es un espacio con métrica. Se denomina 
signatura de p a la terna (ki, kz, Ay), donde ki cs cl número de valores 
propios positivos de una matriz de la forma y en cierta base, ka, el número 
de valores propios negativos, y ky, el número de valores propios nulos de 
la matriz mencionada. El teore: Sylvester (la ley de inercia) afirma 
que dicha terna no depende de dice que el espacio con métrica 
(L, y) es el espacio de Minkowski, si la signatura de p es igual a (1, n ~ 1, 
0). 

Lema 1. Un espacio con métrica (L, fp) es el de Minkowski, si y sólo 
si se cumple la condición d: existe un vector a € L tal que pla, a) > 0, y 
para cualquier b€ L de pla, b) = 0, b 54 0, se deduce que p(b, b) < 0. 

Demostración. Recordemos que el vector a € L se denomina regular, si 
existe tal b € L que p(a, b) # 0. Un subespacio A S L es regular, si lo es 
cualquier vector no nulo suyo. Supongamos ahora que (L, y) es un espacio 
con métrica, para el cual se cumple la condición $. Por cuanto el vector 
a es regular, podemos descomponer L = fa} O La, donde (a) es la cáp- 
sula lineal de a, y La cl complemento ortogonal de a (véase {69]). Cons- 


D. L. Falikman [63] obtuvo independientemente la solución det problema de Van der 
Waerden (sin demostrar la unicidad de la matriz minimizadora). 
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truyamos en La una base ortogonal b», .... bh. Entonces a, bze.. bn 
será la base ortogonal en L, donde g(a, a) > 0, y g(b, bi) < 0, cualquiera 
que sea ¡€ (2, ..., n), es decir, (L, p) es el espacio de Minkowski. Lo 
recíproco, evidentemente, también tiene lugar (partimos del hecho de que 
en un espacio con métrica existe una base ortogonal). El lema está 
demostrado. 

Sea (L, p) un espacio con métrica. Un vector a€ L se llama positivo 
(negativo), si pla, a) > 0 (pla, a) < 0), e isótropo, si pla, a) = 0. 

“Teorema. (Desigualdad de Cauchy—Buniakovski para el espacio de 
Minkowski). Sea (L, p) un espacio de Minkowski; a, un vector positivo 
y b, un vector arbitrario. Entonces 


ea, b) > pta, aJeptb, b) (5) 


y la igualdad tiene lugar, cuando y sólo cuando b = ha para cierto ) € R. 

Demostración. Si h = ka para cierto A € R, entonces en (5) tiene lugar 
la igualdad. Si p(b, b) <0, entonces, evidentemente, (5) se verifica. 
Supongamos que b $ a], p(b, b) > 0; en este caso examinemos un plano 
P = (a, b}. Demostraremos que en P hay un vector negativo, Si para cierto 
YEP, y 70, se verifica pW, y) = 0, entonces, según el lema 1, tenemos 
Wla, y) 7 0. De aquí resulta que la expresión p(a + a +) = pla, 
a) + 2hpla, y) será inferior a cero con A correspondiente, es decir, se ha 
encontrado un vector negativo en P, Supongamos ahora que para todo 
xER x70, tiene lugar p(x, x) >0. En este caso P es un subespacio 
regular. Por eso se construye una descomposición en la suma directa: 
L = PO Pi, donde P, es un complemento ortogonal de P. Tomemos las 
bases ortogonales; [e1, ez) en P y (es, ..., en) en Pi. La unión de ellas 
es una base orotogonal para L, En esta base p(er, e1) > 0, plez, e:) > 0, 
por consiguiente, la signatura de L es (Kı, ka, ks) con ki > 2, lo que con- 
tradice la afirmación de que (/, ø) es un espacio de Minkowski. Así pues, 
la suposición de partida no es cierta y en P siempre existe un vector 
negativo. Examinemos ahora la expresión p(a +, a+) = pla, 
a) + 2hpla, b) + Mp(b, b); para cierto A ella es negativa, por lo cual el 
trinomio cuadrado de A cuenta con raíces reales. Por consiguiente, su 
discriminante no es negativo; 


ea, b) — pla, a)-p(b, b) > 0, 


lo que demuestra (5). El caso de igualdad se analiza con ayuda de los 
razonamientos análogos y se sugiere que el lector lo haga como un ejercicio. 
El teorema queda demostrado. 

“Teorema (desigualdad de Alexándrov-Egórychev para permanentes). 
Sea ay > 0 para i j=1,..., n. Entonces se verifica la desigualdad 
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sla ea 


Las matrices que están en el segundo miembro difieren sólo por las 
dos últimas columnas: en una matriz la última columna repite la penúltima, 
en la otra, viceversa, Si ay >0 parai=1,..., m; j=1l,...,n-2,en- 
tonces la igualdad se consigue, cuando y sólo cuando para todo ì = 1, 2, 

+ a A tiene lugar din-1 = Maja, donde A €R. Para demostrar el teorema 
se requieren dos lemas de D. I. Falikman [68]. 

Lema2, Sea p(x, y) una función bilineal simétrica en el espacio vectorial 
Y tal, que existe un vector no nulo a € V, el cual posee la propiedad de 
que g(a, a) =0, y para todo x€ V, x ha (€R) se afirma que de la 
igualdad (x, a) = 0 se deduce que p(x, x) < 0. Entonces, si b, ce Y B, 
cA0, y p(b, c) lb, b) > 0, entonces ele c) < 0. 

Demostración. Si para cierto x € V se cumple la condición p(x, a) = 0, 
entonces p(x, x) < 0. De la desigualdad g(h, b) > 0 se deduce y(b, a) * 0. 
Pongamos y == ' (h, ad: pte, u). fintonces (c + nb, a) =0, y, por 
consiguiente, 

03 plci nb, ca mb) = elo c) + elo, b). 


Si y » 0, entonces p(c, c) € —1*-p(b, b) < 0. En cambio, si y = 0, tenemos 
plc, a) = 0. Los vectores e y a no son colincares, puesto que de lo contrario 
de la condición p(b, c) = 0 se desprendería que y(D, a) = 0, lo que no es 
cierto. Por eso, ple, c) < 0 tan 'n en este caso, 


Ma. rn 1X1 
i, dm 2 ada 
jiales que I</<mI<jon—-21>2, 

Entonces, si b, CER”, b, € # 0, g(b, c) = 0, (b, b) > 0, se tiene que 
ele è) < 0. 

La demostración del lema la realizaremos por inducción respecto de 
n22 Cuando 122, pt y) se per ka = xja + ayi. Tenemos: 
0 = p{b, c) = bicz + haci, gib, b) = 2b1b2 > 0. Por consiguiente, bi # 0, 
ba 0 y ci #0, & #0. Al multiplicar ambos miembros de la igualdad 
= Dica = haci por bicz, obtenemos — hiel = bibcicz. Por consiguiente, 
c < 0, y glen Ca) = cie < 0. 

Supongamos ahora que 2 > 2, y que para todos los k naturales: 
2< k< n- 1 y la afirmación del lema es válida. Pongamos u = (0, -.., 
O, 1). Entonces 


Lema 3. Sea yla, $) = per 


| donde ay > O para i 


O e Mask DO 
ela ps o as: Wr 00 o. 
de e e A 
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a Xa) ER” tal que p( a) = 0, 
y los vectores x y a no son colincares, es decir, x° = (Xi, - » ., Xn-1) 4 0. 
Entonces p(x, x) < 0. En efecto, 

Mao. Maz A O 
(xa) = per 


Ani <.. Ganz Xa l 


Má e aa x 


Por consiguiente 


ha o E] 
yix. x) = per = Y ipil X’, X) 
donde 
plx’, x)= 
aa Mart... Maa M X 


=per 


n-i An-in-2 Xni X 


Está claro que px”, a) = p(% a) — 0, y, además, pas, a; > O (puesto 
«ue ay > 0 para he. mj=l.... 1-2), donde 0/= (Ma... 
4ln- 1.1). Por consiguiente, de acuerdo con la hipótesis de inducción, p(x’, 
x’ <0, de donde pix, x) < 0. La aplicación del lema anterior finaliza la 
demostración del lema 3, 

Demostremos ahora (6). Supongamos al principio que todos los elemen- 
tos de la matriz A = jay] son positivos. Para la función y, construida en 
el loma 3, existe un vector positivo a = (1, ...., 1). De acuerdo con el lema 
3, de que pla, b) = 0, b % 0, se desprende p(b, b) < 0. Por eso, según cl 
lema 1, el par (R”, ø) es un espacio de Minkowski, y la desigualdad (6) 
es la desigualdad de Cauchy—Buniakovski (5) para dicho espacio. 

Bl caso en que entre los elementos ay pueden encontrarse elementos 
nulos se desprende del examinado más arriba con ayuda de un paso límite. 
Sin embargo, en estas circunstancias no es obligatorio que el signo de 
igualdad tenga lugar sólo cuando los vectores b y « son colincares. El caso 
general en que (6) se convierte en una igualdad ha sido analizado por 
A. A. Panov [70]. 

En 1926 Van der Waerden [71] planteó una cuestión; ¿cuál será cl valor 
mínimo de la función del permanente sobre el conjunto Na de todas las 
matrices dos veces estocásticas de orden 1? La respuesta positiva a esta 
pregunta era conocida como hipótesis de Van der Waerden. Se suponía que 
si A era una matriz dos veces estocástica de orden n, entonces per 
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A > n””-n!, con la particularidad de que la igualdad se consigue, cuando 
y sólo cuando A es la matriz J,, todos los elementos de la cual son iguales 
a n”!. La demostración de la validez de la hipótesis ha sido obtenida en 
1980. Comencemos su exposición por una serie de lemas auxiliares (véase 
[I8). Introduzcamos algunas nociones preliminares. 

Una matriz no negativa de orden » la llamaremos parcialmente descom- 
Ponible si contiene una submatriz nula de dimensión k x (1 — k). En otras 
palabras, la matriz A es parcialmente descomponible, si existen matrices 
conmutables P y Q de tal índole que 


B C 
maa E D } 
donde B y D son matrices cuadradas. Si la matriz no contiene submatriz 
nula de dimensión kx (n — k) para ningún k=l, ..„ n= 1, se 
denominará bien indescomponible. 

Observemos que si 4 es una matriz dos veces estocástica parcialmente 
descomponible, se encontrarán matrices conmutables P y Q tales que PAQ 
se descomponga en una suma directa de las matrices dos veces estocástica. 

En efecto, supongamos que 


mo~ [o pl: 


donde B y D son matrices cuadradas, y el orden D es igual a A. Denotemos 
con s(X) la suma de los elementos en la matriz X. Puesto que PAQ es 
una matriz dos veces estocástica, la suma de los clementos dispuestos en 
sus primeras n — k columnas, es igual a n — k, es decir, s(B) = n — k. 
Análogamente, s(D) = k. Por consiguiente, s(C) = s(PAQ) — s(B) — s(D) 
= n — (n ~ k) — k = -0. Por cuanto C es no negativa, tenemos C = 0. 
obvio que las matrices B y D son dos veces estocásticas. 

Lema 4. Sea A una matriz de orden n. Para que cada transversal suya 
contenga cero, es necesario y suficiente que en A exista una submatriz nula 
de dimensión r x t, donde r+f=n +1. 

La validez de la afirmación se deduce del tcorema de Kónig (véase $ 4.1). 

Denotemos con A,, una submatriz de la matriz A obtenida por supresión 
de la i-ésima fila y de la j-ésima columna. 

Lema 5. Una matriz no negativa A de orden n > 2 es bien indescom- 
ponible, cuando y sólo cuando para todos los i j= 1, .. „n se verifica 
la desigualdad: per Ay > 0. 

Demostración, Según cl lema 4 per Ay = 0, cuando y solo cuando la 
submatriz Ay, y, por tanto, la matriz A contienen una submatriz nula de 
dimensión r X f, donde r + f = (n — 1)+ 1. Dicho de otro modo, per 
Ay = 0, si y sólo si A es parcialmente descomponible, 

La matriz dos veces estocástica A de orden n se llamará minimizadora, 


siempre que per A = mín per B. 
Ben, 
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Fig42. 


Lema 6. La matriz minizadora es bien indescomponible, 

Demostración, Sea A € Q, una matriz minimizadora y supongamos que 
A es parcialmente descomponible. En este caso existirán matrices con- 
mutables P y Q tales que PAQ será una suma directa de las matrices 
BELa-x y DEN. Denotemos A’ = PAQ. Está claro que A’ € Nn, A” cs 
una matriz minimizadora, Elijamos en la transversal de la matriz A”, com- 
puesta por los clementos no nulos, los elementos aý y apg que pertenecen 
a las matrices B y D, respectivamente, Tenemos: aj 0, dp 0, 
uy = apy = 0, per Ay > 0 y per Ap > 0. Del lema 4 se deduce que per 
An = por Aj, =0. Veamos la matriz A'(c): aíte) = aý — e, aja(€) = 
= Ay — E, ai (Elajite) = 6, ar (E) = a, sir Ai, p, o bien í # j, q. Está 
claro que A'(c) € Ra, cuando los valores de e > 0 son suficientemente pe- 


queños. Nos convencemos inmediatamente de que AS per A (Olano = 


= —per Aj + perAía — per Aja + per Ay = —per Aj — per Ajg < 0. 
Por consiguiente, per A’ (£) < per A”, cuando los valores de £ > O son sufi- 
cientemente pequeños. Esto contradice el hecho de que la matriz A” es 
mivimizadora. 

Lema 7. Si una matriz A € 0, es minimizadora y Si apy > 0, entonces 
per Ary = per A. 

Demostración. Estudicmos el siguiente conjunto de las matrices de 
dimensión n x n: C(A) = {X = |xy]lxy > 0 para cualesquiera i j = 1.. y 
n; xy = 0 para (i J) €), donde Z = ((, j)jay = 0). Consideramos C(A) 
como un conjunto de puntos en un espacio euclidiano de dimensión 
n? — |Z|; en este caso A scrá un punto interior de dicho conjunto. En C(A) 
tenemos un problema suave (véase [111)): 


per X — inf 


con restricciones 


Y) 
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(observemos que la condición $) xia = 1 es una consecuencia de las condi- 
ciones (7). La matriz A es la solución de este problema, por eso existen 
los multiplicadores de Lagrange do, M1, - . -ı Am, #1, - > » Ha~ 1, QUE NO SON 
nulos simultáneamente, tales que la función de Lagrange 


AR A 
E Na 

- EA Ex 1)- Do Žu- 1) 
Fz 


a Na FA 


satisface en el punto X = A las condiciones de carácter estacionario respec- 
to de x (véase (111, p. 47—48)): 


qe PO Dor Ms 0 Dos jals > + o» aora = O para cualesquiera (i 
J)4Z, es decir, tenemos: 
k per Ay = N + pj para i= 


G D42, (8) 
MoperÁjn = N para i= Í, .... m (i n) gZ. 
Supongamos que do = 0. Entonces (8) se reduce a 
A IR IA o 


NOT EA 


De la existencia (i, n) tales que din 0, se desprende que se tienen j, para 
los cuales My = 0. Sea di =... = M = 0. Si k = n, entonces, de acuerdo 
con (9), de la existencia de {i j) ¢ Z, para cada j = }, . . „n — 1 obtenemos: 
M=... pni = 0, que contradice la afirmación de que no todos los 
multiplicadores de Lagrange son nulos. Supongamos que k<n y 
Ma 170, An = 0 (esto puede conseguirse por permutación de filas 
en A), Si existe un elemento no nulo ay, donde ¿€ (1, ..., k}, j < n, enton- 
ces de (9) obtenemos: ¿y = 0. Cambiemos de lugar las columnas de A de un 
modo tal que se cumplan las condiciones: p =...=pn-1-1=0, y 
147 0, cualesquiera que sean n= 1—/<j<nm Si 1=0, entonces 
m=... pat ), y, pOr consiguiente, du +1 = 0, puesto que existe (4 + 1, 
J) 4Z, donde j < n (otra vez aplicamos (9). Esto contradice la suposición 
de que Ar +1 7% 0. Sea / > 0, entonces una submatriz de la matriz A, for- 
mada por sus primeras filas y columnas con los números n — /, 
es nula y tiene las dimensiones £ X /. Por cuanto A cs bien indescomponi- 
ble, entonces, según el lema 5, per An,» > 0, y de aquí obtenemos con 
arreglo al lema 4: 


kv1<n, (10) 


Demostremos ahora que la submatriz 4”, formada por las filas Á + 1, 
n y las columnas I, ...... 1 — 1 — Les nula. En efecto, si en dicha submatriz 
existe un elemento no nulo ay, entonces, debido a que ¿y =0, y en virtud 
de la igualdad M + py = O (de (9)) obtenemos N = 0, pero esto no es posible 
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por construcción. Esta submatriz tiene las dimensiones (7 — k) X (n = 
= l — 1). De aquí y de la desigualdad (10): n — k + n — I — 1 = n + (n- 
-k = l- 1) > n, puesto que 2 — k — } — 1 > 0. Lo último contradice la 
plena descomponibilidad de la matriz A. Fisto quiere decir que Ja igualdad 
Mo =0 es imposible, Al dividir las relaciones (8) por Xo, obtenemos 


per Aj = Ñ; + fs para cualesquiera (i j) {Z 
Lje, a n} 


(aquí tomamos ña = 0). 

Permutando, si es necesario, las filas y columnas de la matriz A, 
logremos que se cumplan las desigualdades: Ñi $S.. An 
Ñ S fa S. . - S fin Descomponicndo per A respecto de la primera fila y 
la última columna, y empleando cl hecho de que la suma de los elementos 


en cualquier fila (columna) de la matriz A es igual a la unidad, ob- 
tendremos 


Nti Y eyperAy= 
a 


ay per Ay per Ay = per A = 


= Y apet Anm = 


Cin pet Ain > Ñi + fine 
A 


i 
miz 

Por consiguiente, dy + fín = per A = Per Ay = per Aj para todos los i j 
tales que (1, )4Z, (i 14Z. 

Supongamos que para todos los í, j tales que j > jn i< ù, 4 Z 
ya se ha demostrado que per Ay = per A. Veamos la (i, + 1)-ésima fila de 
la matriz A. Si existe f > jı tal que (ñ + 1, J) €Z, entonces para todo j > J 
tal que (h + 1, )4Z, tenemos: per An 1y= perA (por suposición) y 
para todo j < Sø tal que (h +1, j) $Z tenemos: per An+iy = ira + 


+Ë SAn + ĀE per Ar ey=perA. Por consiguiente, per A = 


MsP Ansy SPEA, y pa 


todos los j tales que (h +1, 


J) 4Z, se verifica la igualdad 
Per Aj +14 = per A. 


Los razonamientos análogos son lícitos también para la (1 — 1)-ésima 
columna de la matriz A. En cambio, si para cualesquiera j > jı y i < i 
se verifica: 


(+1 DEZ y (i ji- DEZ, es decir, aisy =0 y Gigi =0, 


entonces 
del 


Hei Das per An +14 = perÁ = 


Ja 


Ma-ri per Aini > Rasi + inon 
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y, por consiguiente, para cualesquiera į, j tales que (i ji ~ 1) ¢Z, (h + 1, 
J)4Z, tenemos: per Aij -1 = per Arij = per A. 

Así pues, si (i j) $Z, entonces per Ay = per A, lo que se trataba de 
demostrar. 

Lema 8 (desigualdad de London). Si A es una matriz mi; 
Qa, para cualesquiera } j=1, .. 
per Ay > per A. 

Demostración. Para toda matriz conmutadora P = |py] y el número 
0 € [0; 1] pongamos //(0) = per((1 — 0)A + OP). Por cuanto A es la matriz 
minimizadora, entonces f+(0) > O para cualquier matriz conmutadora P. 
Sea g una pecmutación correspondiente a P. Tenemos 


SHO) = PIS an + Pn) per An = È paper An = nper A = 
pot 


mizadora en 
, n se verifica la desigualdad 


= N per Ara) — n per A > 0. 
S 


Por consiguiente, z 
E per Ari) > n per A CO) 
m 


para toda permutación a. Según el lema 6, la matriz A es bien indescom- 
ponible, por lo cual, de conformidad con el lema 5, cualquier elemento 
de A se dispone en cierta transversal, cuyos elementos restantes son todos 
positivos. Dicho de otro modo, para cualquier par (i, j) existe tal permuta- 
ción o que j = o(í), y drop) > 0, cua =1, 
Pero, en virtud del lema 7, esto significa que per Ar) = per A para r 
1,141, ... n. Por cuanto j = o(i), obtenemos de (11): per 
Ay > per A. lo que se trataba de demostrar. 

Ahora, siguiendo los razonamientos de Egórychev, señalemos cómo se 
puede demostrar, al hacer uso de la desigualdad (6), la validez de la suposi- 
ción de Van der Waerden. 

Sea A una matriz minimizadora. Probemos que per Ay = per A para 


cualesquiera ¿ j=1,..., n. Supongamos lo contrario: existe al menos un 
solo par n s€ fl, ..., 1) tal que per Ass > per A. Por cuanto la matriz 
A es dos veces estocástica, existe 1 € [1, ..., n} tal que an > 0. Entonces, 


en virtud de la desigualdad (6) y del lema 8, tenemos 


pera > ( E au per Aur) (È ake per Au) > 
K= si 
> ( > opera) (È opera) = per A 
Kar ves] 


(el carácter estricto de la desigualdad en este caso se desprende de que 
an > 0 y per Ars > per A > 0). 

Demostremos ahora que si A es una matriz minimizadora, entonces 
ay =n" (j=1,..., n). Supongamos que la columna de la matriz A 
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de número n se diferencia de (17 ', . ..., 17 *)'. Por cuanto A no se descom- 
pone en una suma directa de matrices no nulas, cada elemento de la n-ésima 
columna de A es inferior a la unidad. Por consiguiente, entre los primeros 
n — 1 elementos de cada fila de la matriz A hay por lo menos un elemento 
no nulo, Pasando de A a una matriz que se obtiene a partir de A sustituyen- 
do la ¡-ésima y j-ésima columnas de su semisuma (i * j i j= 1, +... 
n — 1), obtendremos, al hacer un número finito de pasos, la matriz A 
en la que todos los elementos de las primeras n — 1 columnas son positivos, 
mientras que la n-ésima columna coincide con la n-ésima columna de la 
matriz. A, con la particularidad de que per A” = per A, puesto que, hecho 
cualquier paso, el permanente no varía (lo que se desprende de la fórmula 
de descomposición del permanente de una matriz respecto de las columnas 
y de la igualdad de todos los permanentes de las submatrices de (n — 1). 
ésimo orden). 

Designemos con 4,(b) una matriz obtenida de A” como resultado de 
la sustitución de la j-ésima columna por la columna b. Ya hemos aclarado 
que en la desigualdad 


per? A? > per As(a;) per A Ñan) 


se realiza la igualdad. El carácter positivo de las componentes af, . . ., a-r 
da el derecho de afirmar que an = Nai (i = 1, . . „n — 1). Por cuanto las 
sumas de componentes de los vectores son todas iguales a 1, entonces 
An =aí(ist,... n — 1). Como la matriz A’ es dos veces estocástica 
llegamos a que aí -= ak- = = (n , n~t}, lo que es uni 
contradicción. Por consiguiente, todas las columnas de la matriz A son 
iguales a (n .., n7 ')7 y esto demuestra nuestra afirmación, 
Veamos el problema sobre las estimaciones superiores para los pet- 
manentes. En 1960 Ryser supuso que en la clase de (0, 1)-matrices de orden 
mk, cada línea de las cuales contiene k unidades, el valor máximo del per 
manente se logra en la suma directa de matrices de orden k, compuestas 
por unidades. J. Minc enunció en 1963 una suposición más general de que 
si A era una (0, 1)-matriz de orden n aque tiene fi, . . s fn SUMAS respecta 


de las filas, entonces per A < II ml)”. De esta desigualdad se deduce 
isi 
inmediatamente la hipótesis de Ryser. 

La desigualdad de Minc la demostró por primera vez (en 1973) Bregman 
[3]. Más abajo aducimos una demostración más sencilla de esta 
desigualdad que se debe a Schrijver [74]. 

Lema 9. Para los números reales no negativos Xi, - - ., X, cs Válida la 
desigualdad 


(en esta fórmula se supone que 0° = 1). 
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Demostración. Al hacer uso de la convexidad de la función y = x loga x, 
obtenemos 


i Eos (0 2») A E xilog2 0, 
a E Ga 


de donde se deduce inmediatamente cl resultado del lema. 
Sea A = [ay] una (0, 1)-matriz cuadrada de orden n, y sea S un conjunto 
de todas las permutaciones x de los números 1, ..., n tales que 


TI diwa = 1 entonces 
m 


H per(Ay) 


= Ñ peran Ae Å n 


nS isi ws iei 


La validez de estas identidades se confirma con facilidad mediante una 
comprobación directa. Aprovechémoslas para demostrar la desigualdad de 
Minc. Apliquemos el método de inducción matemática completa respecto 
de n. Del lema 9 tenemos 


a ñ (per Ayo = Ù, ( jii wi 4) Aena, 2 
<0 Ga Mig (per Ap)" = g (i n) ù, perno) |. 


Apliquemos ahora la hipótesis de inducción a cada una de las matrices 
Aim: 


TÍ verano < TÍ Ti e») (TI P ») ” 


es] iet szi sel 


Ya 
armo ns 


o- v}. 


La última igualdad se ha obtenido por cálculo de los factores (1,1)? y 
(y — DI MOD, Siendo fijos x y j, el número de Índices í, para los cuales 
ixj, es igual a n — rh si dai = 0, y a a 1,1, si djn = 1. Así pues, 


weraye JI (60 (1 n! 


w- n] = 


-D eya 


lo que se trataba de demostrar. 
27 


Volvamos a las aplicaciones de las desigualdades a los permanentes. 

Denotemos con L(, n) cl número de (r X n)-rectángulos latinos com- 
puestos por jos elementos de un conjunto $ = (1,2, ..., 1). Analicemos 
algún rectángulo latino de dimensión £ x an, 1 < £ < z. De cuántas maneras 
puede ser extendido hasta que se obtenga un (£ + 1) X n-rectángulo latino? 
Está claro que el número de tales métodos es igual a per A, donde A es 
la matriz de incidencia del sistema de subconjuntos (Si, . . ., Sa), donde 
$, es un subconjunto de aquellos elementos de S que no se encuentran cn 
la ¡-ésima columna del rectángulo a extender (f= h ..., nm). 

En cada fila de la matriz A están contenidas n — f unidades; la matriz 
(n — 197 "A será dos veces estocástica. Aplicando Jas desigualdades de Minc 
y de Van des Waerden, obtendremos 


n! A 
i Y <per A < (n=)! 


Enr E i Y 1 = Dr, lo que constituye el número 


E 
eddie noe delia de consiguiente, 
AS sai E 
car Ds IL (0-0 SL n) SaD TJ, (0 0 
mi 


Si ponemos r = n, obtendremos Lin, n) > (n!t}"n-™ > (e7?n)". Se ha 
aprovechado aqui la conocida desigualdad: 1! > e” “n”. Wilson [58] utilizó 
la desigualdad reducida L(n, n) > (e” *n)” para determinar la frontera in- 
ferior del número M(v) de ternas no isomorfas de Steiner de orden v y 
obtuvo la siguiente estimación: 


No) > (e7 u), 


Exuminemos en conclusión las aplicaciones de los permanentes a los pro- 
blemas de dimeros que surgieron en la fisica y química. Llamemos n- 
ladrillo aun paralelepipedo k-dimensional (k > 2) de volumen n, en el cual 
s tongitudes de las aristas son de números enteros: ar, + ax. Sean par 
Se plantea una cuestión: ¿cuántos son los métodos para componer un ñ: 
ladrillo, sirviéndose de 2-tadrillos (dímeros)? Denotemos este número con 
N. Dividamos el »-ladrillo en cubos unitarios y numeremos los: 1, 2, . 
n. Supongamos que A = lay| es una matriz de incidencia que caracteriza 
la disposición mutua de los cubos: ay = 1 ó a 0, lo que depende de si tienen 
o no aristas comunes los cubos marcados con los números i y j 
(ai = an =... = Gan = 0). 

Se afirma que N? = per A. Efectivamente, a todo par ordenado de par- 
ticiones del n-ladrilio en dimeros le corresponde una transversal biunivoca 
de la matriz A compuesta por unidades. Por ejemplo, sea n = 6, k = 
a = 2, a = 3, La matriz de incidencia tendrá la forma siguiente: 
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Mgaa. a ia E} =E 4 Eog 
sjo o] o : o 


lolas 2 la 
s e sje RA 


Al par ordenado de particiones del ladrillo en la fig. 4-4, le corresponde 
b.univocamente la permutación 
LLE 
Q 16523 


y la transversal de la matriz A compuesta por unidades contorncadas en 
la tig. 4.3. 

Observemos que todas las sumas respecto de las filas y columnas de 
ke matriz de incidencia A son iguales a 2£, a excepción de aquellas que 
corresponden a los cubos en la superficie. Veamos, en lugar del »-ladrillo 
un ladrillo toroidal correspondiente, el cual se obticne por pegadura de las 
aristas opuestas del ladrillo original. La matriz de incidencia A” del ladrillo 
toroidal tiene 24 unidades en cada fla y en cada columna. Valiéndonos 
de la desigualdad de Mine, obtendremos: per A- perd” < Parar, y, 
pur consiguiente, Ns (2A). 

Hammersley 175] mostró que si a >æ para todo j 
nitud n7 "In N tiende a cierto límite Me. De este modo, 


<! wa! 
! è 
MS y IRAN < g MA. 


La aplicación de la desigualdad de Van der Waerden a Ja matriz A' 


nos conduce a 


estimación por debajo: M >3 lu 2k (véase (175)). Por 
consiguiente, 


mona toM) para A >e. 
ale p 


TES La 


CAPÍTULO 5 MEDIOS GEOMÉTRICOS Y GRÁFICOS 


5.1. EVIDENCIA EN LAS INTERPRETACIONES 
DE LOS SISTEMAS DISCRETOS 


Los sistemas di métodos de estudio se dedica este libro, 
existen en una diversi exclusivame grande. La apreciación del 
carácter discreto de til o cual sistema se fos o bien debido a ta compren- 
sión de la existencia separada y discreta de los elementos del sistema dado, 
o bien se predetermina por el carácter discreto de la información recibida 
(por ejemplo, lecturas de los instrumentos). Correspondientemente, los 
métodos matemáticos de investigación de los sisten semejantes se 
caracterizan por la misma diversidad. 

Los modelos matemáticos de los sistemas discictos son, con mayor Pre- 
cuencía, conjuntos de símbolos dispuestos en la forma -discreta, 
habitualmente de puntos, unidos con líncas, si esto está determinado por 
las condiciones del problema. 


A los modelos combinatorios se les atribuye una evidencia máxima 
posible no sólo para facil la comprensión de tal o cual problema. Los 
medios ilustrativos o didácticos del is combinatorio contribuyen lre- 
cuentemente a crear las posibilidades para resolver los problemas. De 
ejemplo puede servir el teorema de Ramsey (véase $ 3.3). 

Recordemos que el teorema de Ramsey generaliza la idea de partición 
de los conjuntos. Sea P, ($) = A1UA2U. . . U As una partición del conjun- 
to de todos los r-subconjuntos del conjunto $. Supongamos, luego, que 
vienen dados números enteros q; tales que 1 $r < q; i = 1, 2, .. n £ Si 
existe un q-subconjunto de S, cuyos r-subconjuntos se contienen todos en 
Ai, entonces se le llama (q,, A.)-subconjunto del conjunto S. El teorema 
de Ramsey afirma que existe un número mínimo natural N(gi, z, «.., 
Qt r), a partir del cual (es decir, para n > N) el conjunto $ contiene un 
(qu, Arsubconjunto para cierto ¿= (1, 2, ..., f). 

Veamos un caso particular del teorema de Ramscy en que r = 2. La 
interpretación geométrica en este caso se expresa así: n elementos co- 
rresponden a » puntos en un plano; a un par de puntos corresponde un 
segmento que une dichos puntos; la inclusión del segmento en el subcon- 
junto A; se marca pintándolo de ¡-ésimo color (i = 1, 2, . .... 1). El teorema 
de Ramscy garantiza la existencia, para n > R (p, q: 2), de p puntos unidos 
entre sí sólo con segmentos del primer color, o bien de g puntos unidos 
sólo con segmentos del segundo color. 

La misma idea sirve de base para la aplicación del teorema de Ramsey 
a los polígonos convexos. Se analizan los n-conjuntos de puntos en un 
plano tales que ninguna combinación de tres puntos se dispone en una 
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AS 


Figs > b c 


misma recta. Resulta que empleando los puntos de dicho conjunto como 
vértices, podemos construir cualquier polígono convexo de m lados, siem- 
pre que n sea suficientemente grande, 

Teorema. Para un número entero dado m existe un número entero 
mínimo Nw tal que cualesquiera Nm pumos en ul plano, de los cuales 
ninguna combinación de tres se dispone en una misma recta, contienen 
m puntos que forman un polígono convexo de /m lados. 

Demostración. Observemos, para iniciar, que entre cualesquiera $ pun- 
tos se pueden elegir 4 que representen los vértices de un cuadrilátero con- 
vexo. La demostración se observa fácilmente en la fig. 5.1. Según se ve, 
incluso el caso “degenerado” (fig. 5.1, e) da un cuadrilátero convexo (en 
el interior de un triángulo). 

Ahora, es lícita la afirmación de que si entre m puntos cn consideración 
cualesquiera 4 son vértices de un cuadrilátero convexo, entonces dichos m 
puntos forman un polígono convexo de q lados. lin efecto, supongamos 
que existe, a lo sumo, un polígono convexo de q lados (q < m). Sirvién- 
donos de las diagonales trazadas a partir de un mismo vértice, dividamos 
este polígono en triingulos y en este caso (m ~ q) puntos cacrán en el in- 
terior de los triángulos, lo que contradice la condición de convexidud de 
todos los cuadriláteros. Esto quiere decir que q m, el poligono de m 
judos será convexo. 

Analicemos ahora la afirmación general. Sea ım > 4; n > N (n, $; 4). 


Partiremos los 4-conjuntos (w en total () de tales conjuntos) en 


convexos y no convexos. Entonces, según el teorema de Ramsey, o bien: 
a) existe un pentágono con todos los cuadriláteros no convexos, lo que con- 
tradice lo demostrado anteriormente; o bien b) existe un polígono de m 
lados cuyos cuadriláteros son todos convexos, y, por consiguiente, de con- 
formidad con lo demostrado anteriormente, este poligono de s lados es 
convexo. 

Las interpretaciones geométricas existen para casi todos los objetos 
combinatorios. Por ejemplo, para los cuadrados latinos la intepretación 
geométrica se construye del modo siguiente. Cada uno de los n? elementos 
de un cuadrado latino se considera como un punto sobre la diversidad de 
2-coordenada. Por el conjunto de puntos que forman el cuadrado latino 
tracemos tres n-familias de líneas que pasan: 1) por las filas, 2) por las 
columnas, 3) por los clementos iguales. Estas familias forman una 3-red 
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con n? nodos. Inversamente, cada 3-sed de esta indole puede interpretarse 
como cuadrado latino, 

La condición de equivalencia de los cuadrados latinos en la interpreta- 
ción que se considera aparece como conservación de las 3-redes al 
reenumerar las líneas de cada familia. A veces se admite la sustitución 
recíproca de las familias, con lo cual se amplía el concepto de equivalencia. 
Diremos, por fin, que la interpretación geométrica fue, evidentemente, la 
causa por la cual surgió el concepto de ortogonalidad en aplicación a los 
cuadrados latinos. e 

Una aplicación sucesiva y reiterada de las interpretaciones ilustrativas 
condujo a que se hayan separado clases de modelos matemáticos que po- 
seen sus propios medios de investigación claramente distinguibles a saber, 
la axiomática, la terminología, los símbolos y los medios lógicos de 
demostración. En nuestro caso dichos medios se representan, con preferen- 
cia, por las geometrías y los grafos finitos. La tarea del capitulo presente 
consiste en introducir al lector en estas ramas extensas de las matemáticas, 
en interés del objetivo fundamental del libro. 


5.2. IDEAS GEOMÉTRICAS FINITAS 


Para los sistemas que se estudian en cl análisis combinatorio se emplean 
geometrías finitas. Este término se usa para designar sistemas compuestos 
por un número finito de elementos, entre los cuales están establecidas las 
relaciones de incidencia. A los elementos, no definibles en general, se les 
asignan nombres geométricos: “puntos” P y “líncas” L. La relación de 
incidencia / se lee asi: “un punto P se dispone en la línea L”, o bien “la 
línea £ contiene el punto P”. Para dichas relaciones se introducen, además, 
axiomas del tipo que tienen los axiomas geométricos. 

Las precisiones y explicaciones adicionales o bien las modificaciones 
de las enunciaciones iniciales conducen a diferentes tipos de geometrías 
finitas y a las partes de la geometría contiguas y próximas a las citadas 
geometrías. Así, por ejemplo, surgen las relaciones con los problemas de 
la topología combinatoria, la geometría discreta, la geometría proyectiva, 
la teoría geométrica de los números, la teoría de los grafos, la geometría 
combinatoria, etc. 

Sobre los espacios proyectivos. Se conoce, por ejemplo, que la totalidad 
de todos los espacios de una estructura incidente |? L, J}, que acabamos 
de mencionar, donde los elementos P se llaman puntos, los elementos L, 
Ineas, y J, relaciones de incidencia, es un espacio proyectivo. 

Existen diferentes métodos de construcción axiomática de un espacio 
proyectivo. El más empleado es la modificación del sistema de axiomas 
propuesta en 1899 por D. Hilbert con el fin de fundamentar la geometría 
elemental. Todo espacio proyectivo se considera como una colección de 
elementos de tres géneros: puntos, rectas y planos, entre los cuales se 
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establece la relación de incidencia, fundamental para la geometría proyec- 
tiva, que se caracteriza por axiomas adecuados. Estos axiomas se diferen- 
cian del grupo correspondiente de axiomas de la geometría elemental en 
que en los primeros se requiere que cada dos rectas dispuestas en un mismo 
plano tengan un punto común, y en cada recta se tengan al menos tres 
puntos distintos. Pura obtencr una geometría más sustancial, la totalidad 
citada de axiomas se completa con axiomas de orden y continuidad (para 
un espacio proyectivo real), con el axioma de Pappus (para la geometría 
proyectiva sobre un cuerpo conmutativo), con cl postulado de Fano, etc. 

Examinemos a continuación más detalladamente dos métodos de cons- 
truir espacios proyectivos. En primer lugar puede tratarse de la realización 
de un espacio proyectivo como un conjunto de rectas en un espacio lineal, 


Sea L un espacio lineal sobre un campo K, y denotemos con dim L la 


dimensión de L. 


conjunto P(L) de rectas (es decir, de subespacios 


lineales unidimensionales) en 4 leva el nombre de espacio proyectivo 
asociado con L, y las propias rectas en £ se llaman puntos de P(L). El 


número dim L — 1 es la dimensión de P(L) y se denota dim P(L). Los 
espacios proyectivos y bidimensionales se denominan recta proyectiva y 
plano proyectivo, respectivamente, 

Un conjunto de la forma P(A), donde A S L se llama subespacio pro- 
yectivo en P(L). Es cvidente que P(A N A2) = PL 1)N P(As), es decir, una 
familia de csp: proyectivos está cerrada respecto de las intersecciones. 
Por cso, en el conjunto de subespacios proyectivos P(A) que contienen el 
conjunto dado $ € P(L) hay un subespacio menor, que se representa por 
la intersección de todos los subespacios de este tipo. Este último lleva el 
nombre de cápsula proyectiva de $, se denota con $, y coincide con P(4), 
donde 4 es la cápsula lineal de todas las rectas correspondientes a los pun- 
los s € Sen L. Se puede mostrar, que si Pi y Pa son dos subespacios proyec- 
tivos finitos en el espacio proyectivo P, entonces 


dim(P N P: + dim(PAP;) = dim P, + dim Pz. 


En adelante nos harán falta dos espacios proyectivos concretos que se 
denominan configuraciones de Desargues y de Pappus. 

Configuración de Desargues. Sea A una familia de puntos en un espacio 
proyectivo. El simbolo Al designará su cápsula proyectiva. En un espacio 
proyectivo tridimensional examinemos el seis ordenado de puntos (41, az, 
as, Mi, ba, by). Se supone que los puntos son distintos de dos en dos y 
que imus y bib2b3 son, en csencia, unos planos. Luego, supungamos que 
las rectas arbr, azb y abi se intersecan en un solo punto p, distinto de 
ar, da, ds, bi, Da, Da (Big. 5.2). En este caso diremos que los triángulos 
(maas) y (bib2b3) son perspectivos respecto del punto p y cuda uno de 
ellos es una proyección del otro realizada desde el centro p, si ellos se 
disponen en diferentes planos. Entonces, para todo par de índices {i 
J} S 11,2, 3) las rectas asa, y bib no coinciden, pues en el caso contrario 
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tigs.2. 


tendríamos a, = bi, puesto que a y b; son puntos de intersección de estas 
rectas con la recta pajbi. Además, las rectas maj y bib, se disponen en el 
plano común paa. Por eso, ellas se intersecan en un punto que se designará 
con ci. Los puntos cía, Cis, C23 son puntos de intersección de las prolonga- 
ciones de los pares de los lados correspondientes de los triángulos (a,a,a,) 
y (b1b2b5). 

Diremos que los triángulos (a,a7,) y (b,02b3) son perspectivos respecto 
de la recta /, siempre que los puntos cra, Ci), © se disponen en la recta /. 

“Teorema de Desargues. Si dos triángulos son perspectivos respecto de 
cierto punto, son perspectivos respecto de una recta, 

Configuración de Pappus. Examinemos en un plano proyectivo dos rec- 
tas diferentes j, la y dos ternas de puntos distintos ía, dz, in y Di, da, ds 
(fig. 5.3) dispuestos en las rectas de dos en dos. Para cualquier par de in- 
dices {i j) € (1, 2, 3] tales que è < j designemos con cy el punto de in- 
tersección de las rectas oby y abi. 


Teorema de Pappus. Los puntos ciz, Cia, Cz se disponen en una misma 
recta. 

El lector puede encontrar la demostración de los teoremas de Desargues 
y de Pappus, como también otros pormenores, en el libro [69]. 

En segundo lugar, los espacios proyectivos pueden construirse por adi- 
ción a un espacio afín de los “puntos infinitos alejados”. Merced a este 
procedimiento se logra la uniformidad en las enunciaciones y demostra- 
ciones de toda una serie de teoremas de la geometría analítica y de algunos 


h 
KZ 


Fig.53. 
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otros resultados geométricos. Este método condujo a la creación de la 
geometría proyectiva clásica. A medida que se desarrollaba el método axio- 
mático fueron creadas diferentes descripciones axiomáticas de los espacios 
proyectivos. Las investigaciones ulteriores han mostrado que los 
sistemas geométricos que obedecen a dichos axiomas tienen su propio 
significado y la teoría de ellos resulta ser muy profunda (véanse (4, 21, 
76 y 77)). Desde entonces por espacio propectivo clásico se entiende, por 
lo común precisamente tal sistema geométrico. Por ejemplo, un espacio 
tridimensional se define como un conjunto, cuyos elementos se llaman pun- 
tos, provisto de dos sistemas de subconjuntos cuyos elementos se llaman 
rectas y planos, respectivamente, En este caso han de cumplirse los 
siguientes axiomas de incidencia: 

1 Dos puntos distintos pertenecen a una recta única. 

2. “Pres puntos distintos, no dispuestos en una recla, pertenecen a un 
plano único. 

3. Una recta y un plano tienen un punto común. 

4. La intersección de dos planos contiene una recta. 

5. Existen cuatro puntos que no se disponen en un plano y que son 
tales que cualesquiera tres de ellos no se dispon: 

6. Cada recta consta no menos que de tres puntos. 

En lo que sigue examinaremos sólo las geometrías proyectivas clásicas, 
denominándolas, para simplilicar, geometrías pnoyectivas. 

Un plano proyectivo clásico se define como un conjunto, cuyos clemen- 
tos se llaman puntos, provisto de un sistema de subconjutos cuyos elemen- 
tos se lamun sectas, En este caso han de cumplirse los siguientes axiomas: 

5. Dos puntos diferentes pertenecen a una 

2, La intersección de dos rectas es no vacía. 

3. lixisten tres puntos que no se disponen en una recta. 

4. Cada recta consta por lo menos de tres puntos. 

El conjunto PU), donde L es un espacio lincal sobre el campo K de 
dimensión 4 ó 3, junto con los sistemas de planos proyectivos y rectas en. 
elfos, tal como fueron definidos más arriba, satisfacen los axiomas del 
acio proyectivo clásico tridimensional y del plano proyectivo clásico, 
respectivamente, No obstante, no todo espacio punyectivo clásico o plano 
es isomorfo a uno de nuestros espacios P(L). Más aún, resulta que existen 
planos proyectivos el os no isomorlos incluso a ningún plano del tipo 
P(L), donde L es un espacio proyectivo tridimensional sobre algún cuerpo. 
La razón de ello radica en que en los planos proyectivos del tipo P(L) el 
teorema de Desargues sigue siendo válido, mientras que existen planos que 
no son de Desargues, donde el teorema no se cumple. Enunciemos sin 
demostración el resultado siguient 

Teuvrema 1. Tres propiedades del plano proyectivo clásico son 
equivalentes: 

a) en dicho plano se cumple cl teorema plano de Desargues; 
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b) dicho plano puede encajarse en un espacio proyectivo clásico; 

c) existe un espacio lineal tridimensional L sobre cierto campo X, 
definido de un modo univoco, exactamente hasta un isomorfismo tal, que 
nuestro plano es isomorfo a P(L). 

El teorema de Pappus puede fallar incluso cn los planos de Desargues. 
Al denominar una afirmación correspondiente axioma de Pappus, 
podemos formular el siguiente teorema que también se da sin 
demostración. 

Teorema 2, Si en un plano proycetivo clásico se cumple el axioma de 
Pappus, el plano es de Desargues. El plano clásico de Desargues satisface 
el axioma de Pappus, cuando y sólo cuando el cuerpo asociado con el plano 
es conmutativo, es decir, el plano citado cs isomorfo a P(L), donde L es 
un espacio lineal tridimensional sobre el camp: 

En todo espacio proyectivo clásico de dimensión superior a dos queda 
válido el teorema de Desargues. El teorema de Desargues permite la 
coordenatización de un espacio proyectivo clásico con ayuda de cierto cuer- 
po asociativo X. De este modo, el estudio de los espacios proyectivos 
clásicos, cuya dimensión es superior a dos, se reduce a un problema 
algebraico, a saber, a la teoria de los cuerpos asociativos. En los planos 
proyectivos el teorema de Desargues puede no tener lugar y la reducción 
al álgebra mencionada no se consigue en el caso general. Con este motivo 
el estudio de los planos proyectivos clásicos cs de interés especial y la teoría 
de ellos se desarrolla exitosamente desde el principio de nuestro siglo. 

Planos proyectivos finitos. Es fácil comprobar que la definición de 
plano proyectivo clásico propuesta más arriba es equivalente a la siguiente. 

Se denomina plano proyectivo a un conjunto de puntos y rectas, entre 
los cuales queda establecida una relación de incidencia que obedece a los 
siguientes requisitos. 

1. Dos puntos distintos son incidentes, con una y sólo una recta. 

2. Dos rectas distintas son incidentes al os con un punto. 

3. Existen cuatro puntos en una posición general, es decir, tales que 
cualesquiera tres de ellos no son incidentes con una recta. 

Efectivamente, para convencerse de esta afirmación, basta demostrar 
el siguiente teorema. 

Teorema 3. Cada recta contiene no menos de tres puntos. 

Demostración. Del axioma 3 se deduce que existen cuatro puntos a, 
42, 43, us, de los cuales ninguna combinación de ires se dispone en una 
misma recta. A estos puntos les corresponden scis rectas distintas que los 
unen de dos en dos a saber, A: aarby; la: mahz; h: maby; da: maby 
ls: az04br; ls: ayab. Aquí, br, ba y b, son puntos de intersección de estas 
rectas. Partiendo de que todas las seis rectas son distintas se obtiene con 
facilidad que todos los puntos bı, bz, bs son distintos y todos ellos se 
diferencian de los puntos a;; i = 1, 2, 3, 4. Cada una de las rectas l (i = 1, 
2, ...., 6) contiene por lo menos tres puntos. Si una recta arbitraria / no 
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Fig54. y y 2 


contiene a, se interseca con las rectas l, lz, h en tres puntos diferentes, 
Si ! no contiene a, corta las rectas hs, la, /s en tres puntos distintos. En 
cambio, si la recta / contiene tanto a;, como m, entonces / = h, mas la 
recta j; contiene en todo caso tres puntos diferentes a1, az y bi. El teorema 
queda demostrado. 

Observemos que del axioma 1 se desprende que dos rectas diferentes 
son incidentes no más que con un punto. En la fig. 5.4 se expone un plano 
proyectivo finito que contiene siete puntos y el mismo número de rectas, 
con la particularidad de que además de los lados y las medianas del 
triángulo equilátero tenemos que considerar como “recta” la circunferencia 
inscrita. Este plano proyectivo concreto se denomina, a menudo, configura- 
ción de Fano. Otro ejemplo de plano proyectivo ya ha sido examinado, 
precisamente el P(L), cuando L es un espacio lineal sobre el campo de 
dimensión 3. 

El axioma 3 en la definición de plano proyectivo sirve, principalmente, 
para desechar los planos “degenerados” tales, por ejemplo, como un plano 
vacio, una serie rectilínca de puntos (en particular, una recta), un haz de 
rectas (en particular, un punto), una serie rectangular de puntos por uno 
de los cuales están trazadas varias rectas y un haz de rectas, cortado por 
una recta. 

Introduzcamos unas definiciones más. Un subconjunto +” de puntos 
y de rectas del plano proyectivo x se llama subplano, si, junto con cada 
dos puntos (rectas), m’ contiene una recta (un punto) incidente con ellos. 
Dos planos se denominan isomorfos, si entre sus puntos y sus rectas puede 
establecerse una correspondencia biunivoca que conserva la incidencia. 
Específico para los planos proyectivos resulta ser el concepto de dualidad. 
Dos planos se llaman duales, si entre los puntos (rectas) de un plano y 
las rectas (puntos) del otro puede establecerse una correspondencia 
biunivoca que conserva la incidencia. Un piano dual al plano dado puede 
obtenerse al declarar “puntos” Jas rectas del plano dado, y “rectas”, los 
puntos de él, conservando las incidencias existentes. No es difícil con- 
vencerse de que un plano isomorfo a un plano que es dual del plano r, 
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será dual con relación a x. Un plano, dual respecto del dual, es isomorfo 
al plano de partida. La aplicación isomorfa de un plano sobre sí mismo 
lleva el nombre de colineación. La aplicación univoca (no forzosamente 
biunívoca) de los puntos y de las rectas del plano + sobre los puntos y 
las rectas del plano ” con la conservación de la incidencia recibe el nombre 
de homomorfismo. 

Teorema 4. Sea n>2 un número entero arbitrario. Entonces son 
equivalentes las siguientes propiedades det plano proyectivo; 

a) cierta recta contiene exactamente n + 1 puntos; 

b) cierto punto pertenece exactamente a 1 + 1 rectas; 

c) recta contiene exactamente n + 1 puntos; 

d) cada punto se dispone exactamente en n + 1 rectas; 

c) eu el plano x hay exactamente 12 + n + 1 punto! 

N en el plano x hay exactamente n° + 1 4 1 rectas. 


Demostración. Scan M, az, ay, as cuatro puntos, de los cuales ninguna 
combinación de tres se dispone en una misma recta. A estos puntos les 
corresponden seis diferentes rectas que los unen dos a dos (véase la 
demostración del teorema 3). Supongamos ahora que se cumple la pro- 
piedad a), es decir, en xr existe una recta / que contiene exactamente n + 1 
puntos, digamos, para concretar, Ci, Cz, -.., Carr. Si b es un punto que 
no está dispuesto en /, entonces las rectas bc, i= 1, 2, ..., n + 1, son 
distintas, pues, si bei = bcj para ciertos ¿e j, entonces b está situado en 
1, lo que contradice fa hipótesis. Luego, cada recta, que pasa por b, corta 
1, y, por consiguiente, ha de ser una de las 11 + I rectas be, i= 1,2, . 
n` 1. Por lo menos dos puntos de los cuatro di, az, ay, as no se disponen 
recta A, y, por eso, tal punto b existe, Sea, ahora, b un punto que 
amente en a + 1 rectas: Mh, Ma, ..., Magi Si /* es una recta 
que no pasa por b, entonces /* corta my, -~ Mna 1 €n JOS Puntos dh, « . . 
das, que son todos diferentes, por cuanto b es el único punto que yace 
más que en una de las rectas m, ..., Mingi- Si en 1* existiera un punto 
más ch +2, entonces existiría una recta bd, + 2 que no coincide con ninguna 
recta mp j = 1,2, ..., n + 1, puesto que de lo contrario la recta bd,» 2 
comtendría cierto punto dj: j> n +2, y, entonces, Bda, 2 = bda sad; = 
dasad; =1*, lo que contradice la suposición de que b no está situado 
en la recta 1% 

Nuestra recta inicial / contenía exactamente n + 1 puntos; por con- 
siguiente, cada punto que no yace en /, está situado exactamente en 1 + 1 
rectas; a los puntos de esta indole se relacionan por lo menos dos puntos 
de cuatro: ai, z, Ay, as, por ejemplo, a, y dz. Por eso, cada recta que no 
pasa por «1 ó az contiene exactamente n + 1 puntos, es decir, cada recta, 
salvo, quizás, la recta A: ayazb, contiene exactamente n + 1 puntos. En- 
tonces, la: masba contiene exactamente n + 1 puntos, y el punto by que 
no yace en h, está situado exactamente en z + 1 rectas; por consiguiente, 
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h, que no contiene bs, también debe contener n + 1 puntos. Así pues, la 
propiedad a) lleva consigo la propiedad c). 

Pero, para cualquier punto b puede encontrarse una recta que no pasa 
por este punto, y por esta razón existen (igual que anteriormente) exac- 
tamente zı + 1 rectas que pasan por b, con lo que quedan demostradas 
las propiedades b) y d). 

Demostremos ahora la propiedad e), partiendo de a). Sea dp un cicrto 
punto del plano x, y supongamos que h, lo, -. . laa 1 representan n + 1 
rectas que pasan por Da. Estas rectas contienen todos los puntos del plano 
m, con la particularidad de que cada una de ellas contiene otros do y n 
puntos. El punto bo es el único, perteneciente a cualesquiera dos de las 
rectas h, hi... dasi. Por consiguiente, el plano x contiene 
1 + (n + l)n = n? + n + 1 puntos. Confirmemos ahora la propiedad D. 
Sea lo una recta del plano r, y supongamos que br, ..., baei son n + 1 
puntos de la recta lo. Cada uno de estos puntos yace en lo y en otras n 
rectas. De este modo, obtenemos todas las rectas del plano x; en total 
tenemos, por consiguiente, 1 + (n + Da = n? +n + 1 puntos. Así pues, 
de la propicdad a) se deducen todas las demás propiedades mencionadas 
en el teorema, 

En virtud de la dualidad, de b) también se deducen todas las pro- 
picdades restantes, Es evidente que de c) se deduce a), y de d) se deduce 
b). Si es lícita la propiedad e) y cierta recta consta de »n + 1 puntos, donde 
m es un número natural, entonces el plano = se compone de 
mima la 4on 41 puntos, de donde m = n, es decir, de e) se 
desprende a). Análogamente, de f) se deduce la propiedad b). El teorema 
está demostrado. 

Convengamos en llamar orden de un plano proyectivo finito al número 
n, si cada recta de este plano contiene n + L puntos. Observemos que el 
plano es de orden n, si posce cualquiera de las scis propiedades citadas 
en el teorema 4, El orden mínimo de los planos proyectivos finitos es igual 
a 2, El plano finito “más pequeño” es la configuración de Fano, cada recta 
de la cual contiene exactamente 3 puntos. La configuración se expone en 
la fig. 5.4. En total dicho plano contiene 7 (= 2? + 2 + 1) puntos y el 
mismo número de rectas. Las rectas cn este plano son: h: 1, 2, 6; b: J, 
3,54: 2,3, 7h: 1,4, 7 15: 3,4, 6; h: 2, 4, 5, 6, 7. 

Ya en este ejemplo más sencillo se revelan las posibilidades de interpretar 
los planos proyectivos finitos. A saber, un plano proyectivo finito de orden 
2 resulta ser un sistema de ternas de Steiner de orden 7. Hemos de notar 
que este sistema es un bloque-esquema con los parámetros v = b = 7, 
k=r=3,\= 1. En el caso general los planos de orden » representan 
bloque-esquemas, cuyos parámetros tienen la forma: v = b = n? + n + 1, 
k=r=n + 1,\ = 1, es decir, bloque-esquemas incompletos equilibrados 
simétricos. Viceversa, los bloque-esquemas con tales parámetros son planos 
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proyectivos simétricos finitos, puesto que, evidentemente, se cumplen todos 
los axiomas. Establezcamos una conexión útil más entre los planos proyec- 
tivos finitos y las familtas completas de cuadrados latinos ortogonales. 

Teorema 5. Sea n > 3 un número entero arbitrario. Un plano proyectivo 
de orden n existe, cuando y sólo cuando puede construirse una familia com- 
pleta de n — 1 cuadrados latinos ortogonales de orden n. 

Demostración. Sea dado un plano proyectivo finito m de orden n. 
Veamos en él una recta /. En esta recta se tienen, como sabemos, n + 1 
PUNLOS: Gr, Az, + +, Aa 1- Supongamos que bi, bz, Bau son los demás 
n? puntos del plano ~ que no están situados en /. Cada punto ay Y = l, 
2,. n + 1) yace en » rectas, sin tener en cuenta Ja recta /. Numeremos 
arbitrariamente con números naturales de 1 hasta n todas las 7 rectas que 
pasan por el punto ay. Procedamos de este modo para todo j = 1, 2,..., 
n + 1. Supongamos que la recta Diaj está numerada con un número natural 
aj. Entonces, A = lay, donde i=1,2,,,,143/=1,2,....n4+ 1,05 
una n? x (n + 1)-abla de elementos I, 2, ..., 7 

Las filas de cualquier (1? x 2)-subtabia elegida de Æ representan n? 
pares de los elementos I, 2, ..., n. Si suponemos que ay = a; y 
dm = ap, donde ¿st j; j z k, entonces Dia; = b an, Y biar = byar. Mas, 
en este caso la recta bb, contiene tanto el punto aj, como el ax, es decir, 
la recta lub, coincide con la recta /, lo que contradice nuestra suposición. 
Esto quiere decir que la matriz A = lay] es una n? x (a + 1)-tabla or- 
togonal de fuerza 2, la cual, según Jo demostrado en cl capítulo 4, es 
equivalente al conjunto completo de n — 1 cuadrados latinos ortonogales 
de orden n. 

Demostremos la afirmación inversa. Sea dado un conjunto completo 
den — | cuadrados latinos ortogonales de orden n. Pasemos de éste, como 
lo hicimos en el cap. 4, a una tabla 


Auk im1,2,.. 014; j=1,2,...2+1l. 


A cada una de n? filas de la tabla A pongamos en correspondencia 
los puntos by, bz, . . ., D,!, y a las columnas, los puntos ai, Az, ..-, ansie 
Defínamos la recta /ı como compuesta por los puntos ai, 42, ++ n Ans 1 
Por todo punto a, tracemos » rectas fy que contienen aquellos puntos b,, 
donde en la j-ésima columna figura el número i. Se obtiene un plano pro» 
yectivo finito de orden n, cn el cual se tienen n? + n + 1 rectas y el mismo 
número de puntos, con la particularidad de que cada recta contiene exac- 
tamente n + 1 puntos y cada punto yace en n + 1 rectas. Efectivamente, 
scan ly y l dos rectas, y, además ¿ # į’. Estas rectas son incidentes con 
uno y sólo con un punto ay. Las rectas ly y / también son incidentes con 
uno y sólo con un punto. Esto demuestra el requisito 3 en la definición 
de plano proyectivo. Los cuatro puntos: (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) satisfacen 
el requisito 3 de la definición de plano proyectivo, lo que quiere decir que 
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Fig.$.5, Fig-5.6. 


el plano construido x es realmente un plano proyectivo de orden n, El 
teorema queda completamente demostrado. 

Introducción de las coordenadas. Etijamos en un plano proyectivo x 
cuatro puntos A, B, O, E en la posición general (véase fig. 5:5). Llamemos 
haz A a un conjunto de rectas que pasan por el punto a. Pongamos a cada 
recta del haz A en correspondencia aquella recta del haz B con la que ella 
se encuentra en la recta OE, Atribuyamos a cada una de las rectas del haz 
A (a excepción de AB) un simbolo especial a y asignemos el mismo símbolo 
a la recta correspondiente del haz B. Agreguemos a la recta AO simbolo 
0 y a la recta AE, el símbolo 1. Las rectas BO y BE recibirán los mismos 
símbolos. De este modo se define cierto conjunto de símbolos M = (0, 
1, lat). 

Supongamos que el punto P no pertenece a la recta AB (fig. 5.5). Por 
dicho punto pasa una recta de cada haz A y B, a saber, las rectas AP y 
BP. Supongamos que a la recta AP se le asigna el símbolo a, y a BP, 
el símbolo b. Entonces, al punto P le ponemos en correspondencia un par 
ordenado de símbolos (a, b) de M, que se denominarán coordenadas de 
este punto, Es fácil ver que la correspondencia entre los puntos que no 
están situados en AB y los pares (a, b) será biunivoca. Además, los puntos 
dispuestos en OE tendrán iguales ambas coordenadas. Asignemos ahora 
las coordenadas a los puntos de la recta AB distintos de A. Con este fin 
unamos el punto Q (véase fig. 5.5) con O y veamos donde la recta QO 
se cortará con AE. La segunda coordenada del punto de intersección se 
tomará por la coordenada del punto Q. 

Observemos que mediante la misma construcción pueden obtenerse 
coordenadas cartesianas en un plano real habitual. El punto A debe con- 
siderarse como punto impropio del eje y, el punto B, como punto impropio 
del eje x, O se toma por origen de coordenadas y £, como el punto (1, 1). 

Definamos sobre el conjunto M, obtenido como resultado de la 
coordenatización, una operación ternaria, es decir, a cada terna ordenada 
de elementos x, m, b de M le ponemos en correspondencia un cierto 
elemento 


y=xmob 
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dispuesto en M. Este elemento y se define a base de los elementos x, m, 
b, como segunda coordenada del punto de intersección de la recta x del 
haz A con la recta (1), (0, b) (fig. 5.6). Es evidente que por medio de 
ste procedimiento y se define de un modo univoco. 

Teorema 6. Cualquier forma de prefijar cuatro puntos A, B, O, E en 
una posición general determina una operación ternaria con las siguientes 
propiedades 

1. 0moc=4a-00c =0, 

2. 1 m00=m:100=m. 

3. a:m0z.= C resoluble univocamante respecto de z. 

4. xem 9 by = x-m20 ha resoluble univocamente respecto de x. 
5. El sistema 


a = mOh s c; amob= cc 4 = a 


define univocamente un par (r, b). 

Demostración. Al elegir cuatro puntos A, B, O, E, de los cuales ninguna 
combinación de Ires yace en una recta del plano ~, formamos un anillo 
ternario con la operación xm o b, al igual que lo hicimos más arriba. Las 
propiedades J y 2 se deducen inmediatamente de la definición. La pro- 
piedad 3 significa que una recta que liga los puntos (mm) y (a, c) corta OB 
cn un punto bien determinado (0, z). El significado de la exigencia 4 consis- 
te en que dos rectas: y = xm, O b: e y =x»m20 b con diferentes direc- 
ciones tr y ma se intersecan en el único punto finito, La exigencia $ dice 
que si (41, 61) y (a2, c2) son dos puntos finitos para u, # a, entonces existe 
una recta única y =x-29>0 hb, que pasa por estos dos puntos. 

El conjunto M con la operación ternaria que posee las propiedades 
1... $ del teorema 6 lleva el nombre de rerna, Si una terna dada está cons- 
truida sobre el plano x según la regla descrita anteriormente, se llamará 
terna del plano r. 

Aduzcamos el resultado siguiente sin demostrarlo. 

Teorema 7. Dada una terna M, puede determinarse con su ayuda un 
plano proyectivo con los puntos (a, €), (1), A, y con las rectas y = xem o b; 
x= a, lu, donde a, b, c, m representan toda clase de elementos de M, mien- 
tras que A y le son ciertos símbolos auxiliares; la incidencia se define del 
modo siguiente: (a, c) es incidente con y = x-m 0 b, cuando y sólo cuando 
€ =a:m0b; (a, c) es incidente con x = a para todo c; (m) es incidente 
con y = xmo b para todo b; (1) es incidente con le, cualquiera que sea 
my; A es incidente con x = a para cualesquiera a, y, además, COn le. 

Introduzcamos, para el plano dado v, las operaciones naturales: adición 
y multiplicación, que se definen partiendo de una de las ternas de este 
plano, según 1 i 


a+ b=alob; 
ab =a:b00. 
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El conjunto M con la adición y multiplicación definidas del modo citado 
recibe el nombre de cuerpo natural del plano r. 

Ha de notarse que un cuerpo natural no define, hablando en gencral, 
la terna que lo engendra, y el teorema, análogo al teorema 7, no tiene lugar 
en este caso. 

Así pues, los planos proyectivos finitos admiten diferentes interpreta- 
ciones: mediante ternas, bloque-esquemas y familias completas de 
cuadrados latinos ortogonales. Sin embargo, la tcoría de los planos finitos 
todavía está lejos de ser elaborada. Ni siguiera existe la respuesta completa 
a la pregunta sobre el volumen de los objetos combinatorios de esta clase, 
como también sobre las condiciones, bajo las cuales Jos planos finitos 
pueden existir y no existir. 

Se conoce que un plano proyectivo finito existe, si su orden n tiene la 
forma p°, donde p es un número primo, y æ, un número natural. En efecto, 
se ha demostrado (véase cap. 4) que si n = p°, n > 3, entonces existe una 
familia completa de n — 1 cuadrados latinos ortogonales. Mientras tanto, 
la existencia de tal conjunto'es equivalente a la existencia del plano proyec- 
tivo finito que se busca. 

De los demás resultados señalaremos los siguientes: a) el plano finito 
no existe, si n = 1, 2 (mod 4) y si la parte de n, libre del cuadrado, tiene 
por lo menos un factor p = 3 (mod 4); b) la condición necesaria de existen- 
cia de un plano proyectivo finito cuyo orden tiene la forma » = 1, mod 
4) consiste en la existencia de los números enteros x y y tales, que 
n =x? + y? (teorema de Bruck—Ryser). No damos aquí las demostra- 
ciones por ser éstas demasiado complejas. De los resultados citados se 
desprende, en particular, que los planos para n = 6, 12, 14 están ausentes. 
La cuestión referente a n = 10, 18 y 20, queda por ahora abierta. Para que 
el lector perciba lo difícil del problema, indiquemos, como ejemplo, que 
la construcción de un plano de orden 10 requiere la construcción de una 
familia de 9 cuadrados latinos ortogonales dos a dos del mismo orden. 

Una dirección importante en el desarrollo de la teoría de los planos 
proyectivos finitos la representan el cálculo del número de planos de un 
orden dado y el estudio de sus tipos diferentes. Para el año 1956 quedó 
demostrado que cuando n < 9 (n = 2, 3, 4, 5, 7, 8) existe el único plano 
proyectivo de orden n, a saber, cl de Desargues. Tres planos construidos 
por Veblen y Wedderbarn en 1907, junto con el plano de Desargues cons- 
truido un año antes por Veblen y Bassi son los únicos que hoy día se cono- 
cen para el orden 9. No se han obtenido planos nuevos, como tampoco 
se ha demostrado que ellos no existen en general. En esta dirección se cm- 
prenden varias investigaciones. Parece que estamos a punto de terminar 
Ja resolución de la cuestión sobre la existencia de los planos proyectivos 
de orden 10. 
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5.3. SOBRE LOS GRAFOS 


En el lenguaje de la teoría de los grafos se describen con éxito muchos 
tipos de los problemas combinatorios. Las representaciones gráficas son 
en este caso no simplemente ilustraciones, sino que también permiten 
obtener nuevos resultados. Lin este párrafo daremos una información in- 
dispensable de la teoría de los grafos que se emplea en la obra dada, 

Se denomina grafo orientudo una terna G = (X, A, p) compuesta de 
un conjunto no vacio X, cuyos elementos llevan el nombre de vértices de 
un conjunto A de arcos (llamados también), a veces, flechas y de una fun» 
ción pi A — X x X, la cual a todo arco a € A se le hace corresponder un 
par ordenado (p, q) de vértices denominados finales de dicho arco. Un arco, 
cuyos finales (p, p) se encuentran en un mismo vértice, lleva el nombre 
de lazo. Un grafo privado de tales lazos se llama grafo sin lazo. 

En la fig. 5.7. están expuestos cuatro grafos orientados; cada uno con 
cuatro vértices, Todos estos grafos no tienen lazos. Además, son simples: 
lo último significa por definición que cualquier par de vértices p, q se une 
mediante un arco a lo sumo, En los grafos orientados simples el unico arco 
(si existe) con las finales, p, q se designará mediante pq. 

Describamos dos familias importantes de los grafos orientados simples, 
cada uno de los cuales depende del parámetro n, Un camino simple de 
longitud n consta de n + | vértices: xi, -+ Xn+1 Y Marcos que unen los 
vértices vecinos: xexe «1 El contorno simple de longitud n consta de n 
diferentes vértices: xı, -- » Xu Y n arcos del tipo xxxx+1 para K< n, y, 
además, xx, (en partículas, un contorno simple de longitud 1 es un lazo 
con vértice xı). Todos los caminos de longitud n son isomorfos, como lo 
son también todos los contornos simples de longitud » (véase la definición 
más abajo). En la fig. 5.7,a está expuesto un trayecto simple de longitud 
3, y en la fig. 5.7,b, un ciclo simple de longitud 4. 

Se denomina isomorfismo de los grafos orientados G = (X, A, $) y 
G* = (X$ AS y*) a un par de biyecciones B: X- X* y A A? tal 
que en O el arco e va del vértice p al vértice q, cuando y sólo cuando 
en G* ul arco ¿(u) va del vértice BW) al vértice Blg). En otras palabras, 
pla) = (p, q) en G es equivalente a la condición p*(¡q(a)) = (BP), Bla) 
en G*. Dos grafos orientados se llaman isomorfos, si entre ellos existe un 
isomorfismo. Es natural identificar los grafos orientados isomorfos. 

Todo grafo orientado G = (X, A, y) define en el conjunto de sus vértices 
una relación binaria de sucesiones y. Por definición, poq significa que 
pla) = (œ, q) para cierto a€ A. Viceversa, toda relación binaria g en el 
conjunto X define un grafo orientado simple G(g) = (X, Alo), Y), en el 
que Alo) = (p, lp € X, q € X. pog} y Upa) = (o, q). De aquí se deduct 
inmediatamente que la clase de conjuntos con una relación binaria (x, 0) 
se encuentra en una correspondencia hiyectiva natural con la clase de grafos 
orientados simples. 
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Se llama grafo no orientado (o, simplemente, grafo) la terna G = (x, 
E, ©) compuesta de un conjunto no vacío X (cuyos elementos llevan el 
nombre de vértices), el conjunto E de aristas y la función O que a cada 
arista a € E le pone en correspondencia un par no ordenado de vértices 
(o. q) = (q, p) que se denominan extremos de dicha arista. La arista (9) 
se llama lazo. 

Los conceptos, introducidos para los grafos orientados, pueden ser ex- 
tendidos a los grafos no o, ados, si consideramos que una arista no 
orientada (p, q) corresponde a un par de arcos py y gp. 

Una cadena simple de longitud » consta de n + 1 diferentes 
+ oy Musa y de n aristas que unen los vértices vecinos. Un ciclo simple 
de logitud consta de n diferentes vértices: Ao «<> a y n aristas del tipo 
(k, Xa 41) para K < n, y, además, de una arista (wm, Xi) 

Ll gralo orientado ( puede también considerarse como un par G — (X, 
1'), formado por el conjunto X y la aplicación multiforme del conjunto 
X en sí mismo (es decir, por la aplicación de X en el conjunto P(X) de 
todos los subconjuntos del conjunto X). Para el grafo expuesto en la (ig. 
5.8 tenemos: (xs) = xz, xs |; M(x2) = O, Con F~ (14) se designará el con- 
junto de vértices xx del grato, para los cuales en G existe un arco (Xx, Ai). 
Sea Xg = [Xi -< n Xy). Entonces, por IX) se entiende la union PODU 

. UT (xy). La aplicación P(P(x)) se escribe como 1"(x1). Análogamente, 
una aplicación “triple” POI) se escribe como 1**(x3), ete. Por ejemplo, 
para nuestro grafo orientado tenemos 


144) =P) 
Ti) = refx 


Un grafo (X°, A’) se Mama subgrufo del grafo (X, A), si X° y A” 
están contenidos en X y A, respectivamente. Se denomina subgrafo de es- 
queleto (grafo parcial) G, del grafo G = (X, A) al grafo (X, Ay), para el 
cual Ap € A. De este modo, el subgrafo de esqueleto tiene también el 
mismo conjunto de vértices que el grafo G, pero el coniunto de arcos del 


rtices 


"xr, 2, 6), 
My Yo 16)) = (1 
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subgrafo Gp es un subconjunto del conjunto de arcos del grafo inicial. Sea 
un grafo G = (X, T). Se ilama subgrafo generado G, al grafo (Xs, Us), 
para el cual X, S X y Pa (x) = PODAN X, para cada vértice xy € X,, Así 
pues, un subgrafo generado consta de wn subconjunto de vértices Xa, de 
un conjunto de vértices del grafo inicial y de todos aquellos arcos del grafo 
G, cuyas vértices extremales y originales pertenecen al subconjunto X,. En 
la fig. 5.9,a,b se exponen un subgrafo generado, un subgrafo de esqueleto 
y un subgrafo, respectivamente, con la particularidad de que este último 
no es ni generado ni subgralo de exquclelo del pafo G, expresado en la 
fig. 5.8. 

Sea G = (X, A) un grafo orientado con un conjunto de vértices X y 
un conjunto de arcos A. Si queremos menospreciar el carácter cado 
de los arcos del conjunto A, entonces un grafo no orientado, 
diente a G, se denotará con G = (X, A) y se llamará sosia (doble) no orien- 
tado del grafo G. Un grafo no orientado G se denomina conexo, si cada 
par de sus vértices puede ser unido con una cadena. Un grafo finito, que 
no es conexo, puede partirse en un número finito de subgrafos finitos 
llamados componentes. Un grafo no orientado G se llama completo, si 
para cada par de sus vértices existe una arista que los unc. Un grafo com- 
pleto sobre n vértices suele designarse con Ka. Un grafo no orientado se 
denomina bipartido, si el conjunto de sus vértices puede ser partido en 
tales dos subconjuntos X; y Xz que cada ari tenga uno de sus extremos 
en Xi, y cl otro en Xz; aquí Xy N Xa = o. Un grafo bipartido G = (Xy R Xz, 
A) se llama completo, si para cualesquiera dos vértices xy € Xi y xy € xa existo 
una arista (Xn xy) € A. Si |Xi| = n, y |X2] = m, el grafo completo no orien- 
tado G = (X, U Xa, A) se denota con Kw. Un srafo orientado G se llama 
conexo (bipartido, respectivamente), si lo es su sosia no orientada G. 

Se llama grado del vértice en un grafo no orientado al número de 
aquellas aristas de cuyo extremo sirve el vértic 

Examinemos un grafo no orientado G = (X, A) sin lazos. Blijamos una 
arista a =(x% y)€A. Sustituyamos el vértice y en todas las aristas 
bE(A N (a)) por el vértice x y denotemos con A” el conjunto obtenido 
de aristas. Diremos que el grafo G” = (X X [y], A’) se ha obtenido del 
grafo G como resultado de contraer la arista a a) vértice x. Un grafo G 
se denomina planario, si puede ser dibujado en un plano de un modo tal 
que dos aristas arbitrarias del grafo no se intersequen. la fig. 5.10 están 
expuestos el grafo completo Ks y el grafo completo bipartido K3,3, los 
cuales, como se sabe, no son planarios. Estos dos grafos tienen gran impor- 
tancia en la teoría de los grafos planarios y se conocen como grafos de 
Kuratovski, por cuanto fue él el primero en establecer que un grafo no 
orientado G no es planario, si y sólo si contiene un subgrafo contraído 
al grafo Ks ó al K3,s. 

Matriz de adyacencia. Sea dado un grafo orientado simple G con los 
vértices Xi, Xz, « « «+ Xa. Se llama matriz de adyacencia de dicho grafo a 
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heso 
una matriz cuadrada B = |by] de orden n, donde 


á 1, st e» G existe el arco (v, 9) 
YT LO, si eu G no hay arco (1, 3). 


fo expuesto en 


Así pues, la matriz de adyacencia del ge 
la forma siguiente 


fip. S8. tiene 
MIND AN Ma Ms o 

“| 111101 

X 00000 

M 010010 

Mu 010100 

w 000100 

Me 000010 


Lar matriz de adyacencia define completamente la estructura del grafo. Por 
ejemplo, la suma de todos los elementos de la fila ay de la matriz £ da 
el número de arcos que tienen el vértice xy como +u vértice original, y la 
suma de elementos de la colunma x, da el número de arcos en los que xy 
figura como vértice final. El conjunto de colummas que tienen 1 en la fila 
x es un conjunto I(x), y el conjunto de filas que tienen Len la columna 
xi coincide con el conjunto Pa, 

Elevemos al cuadrado la matriz de adyacencia. “ica bÈ’ un elemento de 


su 


la matriz B?, entonces, P = Y buba 
JE 

cuando y sólo cuando ambos números by y b son iguales a 1; de lo con- 

trario, es igual a 0. De la igualdad by = Da se desprende la existencia del 


ando byb es igual a 1, 
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camino de longitud 2 del vértice x, al vértice xa, pasando por el vértice 
xy. Por consiguiente, bẸ en la matriz B? es igual al número de caminos 
de longitud 2 que van de x a xe 

Análogamente, cl elemento b$? de la matriz B” cs igual al número de 
caminos (no forzosamente simples) de longitud p que van de xi a xr. 

La matriz de adyacencia de un grafo no orientado se construye de un 
modo análogo. 

Matriz de incidencias. lado G con los vértices 
Xis Ma o ay Xa Y lOS ArCOS Mh Se Iama matriz de incidencias 
del grafo G a una matriz A = lay] de dimensión n x en, cuyas filas co- 
responden a los vértices, y las columnas, a los arcos, y 


dado un grato or 
Ois -o Om 


1 si el vértice xy es el origen del arco dj 
—1, si el vértice x, es el extremo del arco a; 
O, si el vértice x no es incidente con el arco 
4, o si cl arco ay no es un lazo. 


y 


Por ejemplo, para el grafo que se expone en la fig. 58 la matriz de 
incidencias es de la forma 


an a u k a h O 
A 0 1 0 t 0 1 0 00.0 1 
107 0-1 -l 00-i 0 0 00o o0 0 
“i 0.0 1-1 vo.0 1 00 0 0 
E a 90.0. 0.0 1-1 oreto 
xs o. 0 v.o0o 0.0 -1 10-1 0 
Xo o 0 0.0 0.0 0.00 1-) 


Por cuanto cada arco es incidente con dos diferentes vértices, a excep- 
ción del caso en que un arco forma un lazo, cada columna contiene o bien 
un solo elemento igual a 1, y un elemento igual a — 1, o bien todos los 
elementos iguales a 0. 

Si G es un grafo no orientado, su matriz de incidencias se determina 
igual que antes, salvo que todos los elementos iguales a — 1 se sustituyen 
por +1. 

Matriz de ciclos (de contornos). Sca G un grafo no orientado. Demos 
a sus aristas los números a1, 02, . - ., dm, y a los ciclos simples, los números 
Ci, 02, + » n Gp. Se llama matriz de ciclos del grafo G a una matriz C = [y] 
de dimensión p X m, donde 


ey = fb Si el ciclo simple c del grafo G contiene la arista y; 
u = L0, en el caso contrario. 
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Fig51 


Así pues, las filas de una matriz de ciclos corresponden a los ciclos 
mples, y las columnas, a Jas aristas. 

Si G es un grafo orientado, numercmos SUS 21COS CON Oi Az, ..., Ann 
y los contornos simples, con ci, ©, + « -, Cp; la matriz de contornos C = [ey] 
se determina de un modo análogo: 


1, si el contorno e, contiene un arco q y los mismos están igual- 
mente orientados; 

1, si el contorno e contiene un arco inverso de 4; 

-+| 0, en todos los demás casos. 


y= 


Observación. La elección de simbolos iguales para denotar las matrices 
de los grafos orientado y no orientado se debe a que tanto los grafos orien- 
tados, como los no orientados, poseen iguales propiedades en lo que se 
refiere a la estructura de estas matrices. Por eso, no hay confusión ninguna 
al introducir tales simbolos. Además, las propiedades de las matrices de 
los grafos orientados y los métodos de su demostración son los mismos 
que para las matrices de los grafos no orientados, 

Ejercicios, Cerciórese de que son válidas las sigui 

E Un todo grafo ao orientado Eto el numero de vé 

2. Sea A una matias de meideneias dle un piafo moo 
la matriz de adyacencia H se obtiene de A-4” (donde AF es una 
ción de la matriz 21) por sustitución de todos los el 

3, Un grafo G es bipartido, cuando y sólo cuando para todo número impar n todos 
los elementos diagonales de la matriz A7 son nulos. 

4. $i lus grafos Gr y Ga von isomortos, los valores propios de las 
de estos grafos son 

Observación, La afirmación recíproca no es válida en el vaso general. Por ejemplo, dos 


grafos expuestos en la fig. 5.11 tienen iguales valores propios (A = +2, 0, 0, 0), sin embargo, 
evidentemente, ellos no son isomorlos 


5. Cualquier menor de la matsiz de incidencias del grafo G es igual a 41, — 1,620, 

6, El raugo de mna mua «le inmadencias A de un grafo conexo (tanto orientado, como 
mo orientado) G con n vértices es igual a a — 1 

7. El rango de riz de ciclos C de w 
es igual a m—a 4d 

8. Una matriz de incida A es ortogonal respecto de la matriz C7, tramspuesta a 
lan jz de ciclos C y obtenida con el mismo orden de ración de las aristas que en 
la matriz de incidencias A, es decis, dicho de otro modo, 46? m O(uod 2) 

Se llama grafo enferiano a un grafo no orientado que posee la siguiente 
propiedad: existe un ciclo que pasa exactamente una vez por cada una de 
las arístas del grafo. El ciclo en la definición de grafo culeriano se denomina 
enteriano. 


mociones. 
ives de grado impar es par. 
lo simple sin lazos, Entonces 
natriz obtenida por iransposi- 
mios en la diagonal por ceros. 


atrices de adyacencia 


fo conexo G con m mistas y n vértices 
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“Teorema 8, Un grafo no orientado finito G es culcriano cuando y sólo 
cuando es conexo y todos los vértices suyos son de grado par, 

Demostración. Es evidente que nuestras condiciones son necesarias, 
puesto que cada vez que el ciclo culeriano pasa por algún vértice, ha de 
entrar en él por una arista y salir por la otra. 

A la inversa, supongamos ahora que G es conexo y todos los vértices 
suyos son de orden par. Convengamos en considerar un punto arbitrario 
x del grafo G como origen de la cadena P y prolonguémosla, cuanto sed 
posible, todo el tiempo a través de nuevas aristas. Por cuanto en cada vértice 
el número de aristas es par, el proceso puede terminar sólo en x. Si P con 
tiene no todas las aristas del grafo G, eliminemos de G una parte de P 
compuesta por las aristas de este ciclo. 

Los grafos P y G lienen vértices de grado par; lo mismo ha de ser válido 
también para el grafo restante P. Por cuanto el grafo G es conexo, en P 
debe encontrarse un vértice y que sca incidente con las aristas de P. A 
partir de y puede construirse una cadena nueva P* que contenga sólo 
aristas de P, De nuevo tal cadena quedará terminada sólo cuando vuelva 
a y. Pero en este caso de P y P’ podemos hacer un ciclo nuevo 


Pi = P, YUP’ UPU. x), 


el cual vuelve a x y contiene más aristas que P. Si Pi no es un ciclo 
culeriano, la construcción se repite Finalizado este proceso, el ciclo 

i construido. 
a ciclo hamiltoniano {contorno hamiltoniano) a un ciclo 
simple (contorno simple) que pasa por todos los vértices del grafo, Un grafo 
se llama hamiltoniano, si contiene un ciclo hamiltoniano. 

En las aplicaciones de los grafos a los juegos los vértices corresponden 
a posiciones diferentes. Así pues, la existencia del ciclo hamiltoniano es 
equivalente a la de una sucesión cíclica de jugadas que contiene cada posi- 
ción una sola vez. De ejemplo sirve el conocido problema del caballo 
ajedrecístico: ¿se podrá realizar una jugada con el caballo, comenzando 
con un escaque arbitrario en el tablero de ajedrez, en una sucesión tal que 
permita pasar por cada uno de los 64 escaques y regresar al escaque de 
partida, En la fig. 5.12 se muestra una de las soluciones posibles. 


56 41 58 35 50 39 60 33 

47 44 55 40 59 34 SI 38 

42 57 46 49 36 53 32 61 

45 48 43 54 31 62 37 52 

20 53063 22 11 16 13 

29 64 21 4 17 14 25 10 

i 619 227 823 1215 
Fig.5.12. 128 718 326 924 


En la fig.5.13 se aduce el ejemplo de un grafo culeriano que no es 
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5.14 


hamiltoniano, y en la fig. 5.14, de un grafo hamiltoniano, mas no culeriano. 

Pese a la similitud de las definiciones para los ciclos euleriano y hamilto- 
niano, las teorías correspondientes para estos conceptos tienen poco de 
común. El criterio de existencia de los ciclos culerianos es simple (véase 
el teorema 8); para los ciclos hamiltonianos no se conoce una regla general, 
Más aún, incluso para los grafos concretos resulta, a veces, difícil decidir 
si es posible hallar tal ciclo. Algunas condiciones, bajo las cuales en un 
grafo existe el ciclo hamiltoniano, sin embargo, hau sido encontradas, y 
se dan en ciertas obras referentes a la ia de los grafos, Para aquellos 
que desean familiarizarse con estos resultados les recomendamos los libros 
12A), 1251. 

Se denomina rbol un 
denomina bosque wa galo 
representa un árbol. 

Teorema 9. Las siguientes afirmaciones se consideran equivalentes: 

a) un grafo no oricutado G es el åibol; 

b) cualesquiera dos vértices en G están unidos por una 

c) un grafo G es conexo, u 
lo hace no conexo. 

d) la aición de cualquier aista meva al gralo G conduce a que aparez- 
ca exactamente un cdo. 

La demostración de este teorema se omite por ser trivial 

Ll siguiente resultado sobre los árboles pertencce a los nabajos de 
ley que investigó estos prafos 
químicas. 

Veorema 10, El número de diler 
sobre n vértices dados es igual a 2 

Demostración, Numeremos todos los vértices de un árbol F con 
números naturales de La n Designemos con hy im vértice pendiente (es 
decir, un vértice de grado 1) con un número mínimo, y conh = (0, a), 
la correspondiente arista pendiente. Al suprimir en Tla arista 4 y el vértice 
Dr, obtendremos un ¡muevo árbol Tı. Mallemos para 7) un vértice pendiente 
con un número minimo; designemoslo con b, y la arista correspondiente, 
von h = (be, a). Esta reducción se repite hasta que no quede, tras la 
eliminación de da arista la -2 = (a-z, Gn- 2), la Ùn arista m- (at. 
44-1) que une los dos vértices restimtes. Entonces, la siguiente colección 
entre paréntesis 


afo conexo no omentado sin ciclos. Se 
w orientado en el que cada componente 


lena única; 
as da supuesión de «valquiera de sus aristas 


aclación cou las fórmulas estructurales 


ntes arboles que pueden ser construidos 


(0r, des, a 
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Mamada código de Prufer, se detine univocamente por el árbol 
árboles distintos T y T” les corresponden, evidentemente, diferentes códigos 
de Prufer 

Además, los códigos de Prufer definen los arboles 7 con ayuda de una 
construcción inversa. Si está dado el código, entonces se halla el primer 
vértice bı no contenido en él. Esto define la arista A = (bi, a). Luego, 
eliminamos los vértices as del código y bi, de la sucesión L, 2, ..., 21 y 
continuamos la construcción para los números restantes. El grafo, obtenido 
como vesultado de esta construcción será un ¿bol lo que puede ser 
establecido, por ejemplo, con ayuda de la inducción. Después de eliminar 
a, el codigo contendrá a — 3 números. Si éstos corresponden al árbol 7%, 
entonces el grafo T, obtenido de 71 por adición de ka arista A = (D, a), 
es también un árbol, puesto que el vértice / no pertenece a 7. Así pues, 
se ha establecido que entre los códigos de Pruer y los arboles hay una 
correspondencia biunivoca. Mas, en el código de Prufer cada elemento 
puede asumir cualquiera de n valores posibles. Todos ellos corresponden 
a diferentes árboles. En total pueden haber x” ° códigos de Prufer, de lo 
que precisamente se deduce nuestro teoren 

Si G es un grafo no orientado con un conjunto de vértices X, |X] = n, 
entonces, se llamará árbol de esqueleto (o, simplemente, esqueleto) del 
grafo G a todo suburafo de esqueleto del grafo ( que sea un árbol. Las 
aristas del grafo, pertenecientes al esqueleto, llevan el nombre de ramas y 
todas Las demás aristas, se denominan cuerdas 

Hay situaciones cuando surge la necesidad de confeccionar una lista 
completa de los esqueletos del galo G (por ejemplo, en cl caso cuando 
hay que elegir el “mejor” árbol, mientras que el criterio que permite realizar 
al elección es muy complejo, asi que la resolución inmediata del problema 
de optimización resulta ser ejecutable). En otras situaciones, por ejemplo 
al hallar las funciones de transferencia d a 0 al calcular los deter- 
iminantes de ciertas matrices en la teoría macroeconómica, podemos, con 
ayuda de todos los esqueletos del grafo correspondiente, conseguir Ja 
simplificación de los procedimientos de cálculo. 

El número de diferentes esqueletos de un grafo marcado conexo no 
orientado completo sobre » vértices nos da el teorema 10, Las Fórmulas 
para el número de esqueletos en los grafos más generales pueden encon- 
trarse en el libro [14]. 

He aquí uno de los resultados. 

Teorema 11. Sea G un gralo no orientado sin lazos sobre z vértices, 
y sea Aa su matriz de incidencias con una fila eliminada (es decir, una 
matriz con n — 1 fitas independientes). Supongamos que 44 cs una matriz 
transpuesta respecto de la matriz An. Entonces, el determinante del produc- 
to AoA% cs igual al número de diferentes esqueletos del grafo G, un doble 
(sosia) no orientado de G. 

La demostración de este teorema se aduce cn el libro [78]. Los algorit- 
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n sisten 


mos que generan todos los árboles de esqueleto 
del grafo están detalladamente analizados en 
124). 

Todos los árboles de csquelcto del grafo 
expuesto en la fig. 5.15 (hay en totai 21 árboles) 
se aducen en la fig. 5.16. La matriz de inciden- 
cias del. grafo tiene en este caso por expre- 


sión. Win 
aan a a a u m 
x 1.1000 00 
aIr o 
A=x| 0-1-1 00 i 0 
at 0.0 p 0-14 
xxl 0 0 00-i 0-1 


Aquí consideramos que cada arista está orientada de su vértice final 
de índice mínimo al vértice de índice máximo. 

Eliminando, por ejemplo, la fila xz, obtenemos la matriz Ao. El produc- 
Lo de las matrices 40414 tiene en este caso la forma 


2-1 0 0 
lLo3-100 
0 -1 3 -i 
U 0-1 2 


AAi = 


El determinante del producto es igual a 21. Por consiguiente, en la fig. 5,16 
se da la lista completa de los esqueletos del grafo G, expuesto en la fig. 5.15, 

Muchos esqueletos obtenidos son, evidentemente, isomorfos y surge la 
cuestión sobre el número que hay entre ellos no isomorfos. Este es un pro- 
blema más complejo, sin embargo es muy importante para muchas aplica- 


PESAS 
METING 
ICAN 


Lig 516. 
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ciones. Es por eso que existe una literatura espaciosa también para las cues- 
tiones análogas relacionadas con la enumeración de todos los grafos de 
tipos parciales. La mayoría de estas obras se apoya en la teoría de 
Redfield —Polya (véase $ 25) 

Se llama árbol orientado con raiz xo a un grafo orientado conexo, en 
el que del vértice xo a cada otro vértice conduce un camino y, además, único. 

Sea G un grafo no orientado con n vértices, m aristas y p componentes 
conexas. El número (G) = n — p se denomina cociclomático. El número 
HO) =m- (G) = m -n 4 p se denomina ciclomálico. 

En la teoria de los circuitos eléctricos los números o(G) y »(G) tienen 
un significado fisico directo, Así, por ejemplo, el número ciclomático es 
igual al número máximo de contornos independientes en el grafo del cir- 
uito eléctrico, es decir, al número máximo de corrientes circulares indepen- 
dientes que pueden Muir en el circuito. El número cociclomático es igual 
al número máximo de diferencias de potencial independientes entre los 
nudos del circuito eléctrico 


Ejercicios 9. Dense ejemplos de árboles orientados con raices, 

10. Dinvéstrese que el aúmero ciclomatico de un árbol cs igual a O. 

Ll. Desmnéxtrese que cada árbol es uu grato bipartido 

Sea T un esqueleto del grafo G. En el caso general, »(G) ciclos que 
se obtienen por adición de cualquier cuerda de G a las ramas de 7, Ievan 
el nombre de ciclos fundamentales. 

Cabe notar que aunque el número de ciclos fundamentales es igual a 
sG), estos propios ciclos están definidos multiformemente y dependen del 
esqueleto T elegido originalmente. Dicho de otro modo, el ciclo fundamen- 
tal (respecto del esqueleto 7) es un ciclo obtenido por adición de una cuerda 
al esqueleto 7. Por ejemplo, para un grafo G y para su esqueleto 7, 
representados en la fig. 5.17, los ciclos fundamentales serán: 


dy = (ar, dol; Ma = Jaz, mz, did; d = fun Mi, as, z, toh; 
ba = faan May nhi Ws = fas, mahi Pa = (6, ms, tiy, ra); 
My fan, ts, hahi Ps (es z dhish; Do = fus, a). 


Si una familia de todos los ciclos fundamentales la designamos con 4 
(en nuestro ejemplo $ = (bi, . 1), entonces cualquier otro ciclo del 
grafo que no pertenece a “puede ser expresado en forma de una combina- 
ción lineal de ciclos pertenecientes a «b, siempre que convenimos en lo 
siguiente. 

Supongamos que cada ciclo fundamental di: i= 1, 2,- 16), está 
representado por un vector m-dimensional en el que la j-ésima componente 
es igual a 1 ó a 0, lo que depende de si pertenece o no la j-és 
al ciclo dado. Entonces, todo ciclo C del grafo G puede representarse como 
suma respecto del módulo 2 de los ciclos fundamentales. Así por ejemplo, 


el ciclo Ci = fas, dii, ha, 46, Us, a } de nuestro grafo puede ser represen- 
tado en la forma 
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C =h, + da t de + Pa (mod 2) = 


100000000100000 
001000000111100 
* Y oonoor00000011 | moda). 


00000001 0001001 
= ~101001010010010 
Cabe notar que la inversión de la afirmación mencionada no cs válida, 
a saber, cierta suma respecto del módulo 2 de los ciclos fundamentales no 
da obligatoriamente el único ciclo, pero puede representar dos y más ciclos. 
Por ejemplo, la suma d> 4 de + Pa + > (mod 2) corresponde a dos ciclos 
simples (42, 43, 41, a} y (ue, ar, us). Así pues, para generar todos los 
ciclos simples del grafo G no es menester tomar todas las 2% — 1 com- 
binaciones de los ciclos fundamentales y sumarias respecto del módulo 2; 
algunas de estas sumas no serán, de hecho, ciclos. Más aún, si la suma 
dada no genera un ciclo, no se pueden rechazar otras sumas que la con- 
tienen, puesto que, sumando respecto del módulo 2 con otra suma, 
podemos obtener un ciclo simple, 

Subrayemos también que en el grafo G podemos encontrar un conjunto 
de »(G) ciclos simples independientes, que no pueden obtenerse por adición 
de las aristas al árbol, como lo hacíamos antes. De tal conjunto no se debe 
decir que es fundamental. En la fig. 5.18 se muestra el conjunto de (GC) = 4 
ciclos simples independientes del grafo G, que no puede obtenerse por adi- 
ción de las aristas a ningún esqueleto del grafo G y el cual, por csta razón, 
no es un conjunto fundamental. 

Se denomina corte del grato un conjunto 
mínimo de aristas cuya eliminación aumenta 
el número de componentes del grafo. 

El corte fundamental (respecto del csquele- 
lo 7) es aquél que contiene exactamente una 
arista del esqueleto T. De este modo, en un gia- 


fo conexo pueden distinguirse n — 1 cortes 
fundamentales. 
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1 teorema que sigue más abajo establece una relación entre los cortes 
fundamentales y los ciclos fundamentales, proporcionando el método de 
construcción de los cortes fundamentales 

"Teorema 12. Si T es el esqueleto de wn gralo no orientado G, el corte 
fundamental definido por la tama a, de T está formado por a; y aquellas 
cuerdas de G, las cuales, siendo adicionadas a 7, proporcionan ciclos fun- 
damentales que contienen «, 

Demostración. Si eliminamos la arista a, del esqueleto 7, este último 
se descompone en dos subárboles: 7, y 72. Cualquier arista, uno de cuyos 
vértices extremos yace en Ti, y el otro, en 72, debe pertenecer al corte fun- 
damental, puesto que la adición de cualquiera de tales aristas a las aristas 
de T, y Ta conduce a la formación del otro esqueleto del grafo G, y, por 
consiguiente, cualquier conjunto privado de tales aristas no será un corte, 
l conjunto de estas aristas junto con la arista «y es un corte, puesto que 
su eliminación divide el grafo en dos subgrafos, uno de los cuales tiene 
como conjunto de sus vértices Ti, y el otro, Ta Esto quiere decir que este 
corte es fundamental. Más aún, por cuanto la arista a es la única por la 
que pi s cadenas del esqueleto 7, que tienen por origen los vértices 
de 7, y termina en los vértices de 73 las únicas aristas que cierran los ciclos 
fundamentales con la arista a incluida, serán aquellas, uno de cuyos vé 
tices extremos yace en Ty, y el otro en Za. De esta forma queda demostrado 
el teorema. 

Sea T un esqueleto del grafo no orientado G. Se denomina matriz de 
los ciclos fundamentales vb a una submatriz de la matriz de los ciclos C, 
corresponden a los ciclos simples, definidos por las cuerdas que 
están unidas con el esqueleto dado T. Dicho de otro modo, si 7'es un 
esqueleto, entonces se å matriz de los ciclos fundamentales del gralo 
Ga la matriz de = py), compuesta de »(G) filas y m columnas, en la cual 

iS fa si la arista a, pertenece al ciclo fundamental ds 
47 Lo, en el caso contrario. 


Si numcramos las cuerdas del grafo G en una forma sucesiva desde 1 hasta 

(O), y las ramas, de (»(G} + 1) a mm, entonces la matriz de los ciclos fun- 

damentales tendrá por expresión 
pa 


Elbl, 
donde £ es una matriz unidad de orden (G), y i2, una matriz de dimen- 
sión v x Un — »). Esto se explica por el hecho de que cada ciclo d contiene 
una y sólo una cuerda y los ciclos siempre pueden ser numerados según 
el número de cuerdas, a consecuencia de lo cual todas las unidades en la 
primera (» X »)-submatriz de la matriz d se hallan en la diagonal. 
La matriz de los cortes fundamentales K = ky] se define como matriz 

con n =-1 filas y sn columnas, donde 

hu a fl si la arista ay pertenece al corte fundamental ks; 

S fo en el caso cont 


io. 
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> 2a ES 


s 


Para fa misma numera 
damentales la m 


nón de la 
triz K rend: 


K 


ristas que en la matriz de los cielos fun- 
por expresión 
=1K4sF1. 
puesto que en este caso todo conte fi 
de T. 

Admitamos que el gralo G y su esqueleto 7 están representados en la 
tig. 5.19. Entonces la matriz de los ciclos fundamentales es igual a 


char 


tal tiene una y sólo una rama 


iy cs e a y hi> hy 
tjiooo000o110.00.0 
+joto0ovu0o0011 100 
Wyjootovbooaoo o | l 
Wmljooortort1o1do0.01 
bp [|o000 0000.0 


y ha mitre de los cortes fundamentales A es igual a 


(i Uz as tha tb ths o tho tig hia hi 
kjooorirtioooooow o 
kjooot1oto00.000 
kj10o11o01to00.000 
ka 1100000610000 
ksj01to10o00001.000 
ke 0100000600 1.000 
kj|0010000000.0 1.0 

0011066000.0.0.01 


donde los cortes Ay, correspondientes a lis 
números 


aristas del esqueleto, tienen Tos 


ADS a 


LD ¿e Be 


Existen varias correlaciones interesantes entre las matrices de los ciclos 
fundamentales y de los cortes fundamentales y las incidencias de los gratos 
no orientados sin lazos. 

Teorema 13. La matriz de incidencias Ap (con una fila suprimida) y 
la matriz transpuesta de los ciclos fundamentales $7 son ortogonales, es 
decir, Aab” = 0 (mod 2). 
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Leorema Id. La matuz de los ciclos fundamentales 4 y la matriz 
Wanspuesta de los cortes fundamentales K^ son ortogonales, es decir, 
A? a 0 (mod 2). 
Los teoremas 13 y 14 sou consevuencia de dos hechos evidentes 
H cada vértice en un ciclo es mcidente al número par de aristas de este 
vielo, y en el caso de un ciclo sunple, a dos aristas; 

2 cada corte de un ciclo, indueido por cierto corte, tiene un número 
par de aristas, comunes con dicho corte. 

Ll teorema 13 se deduce del hecho 1), y el 14, del hecho 2), si recordamos 
que todas jones se estudian con relación al modulo 2 

En lo qu jere al teorema 14, podemos escribir 


R E sK 


Por eso, Afi = =Ma = Pia tmod 2). L 
cortes fundamentales puede ser obtenida en cuanto se conozca la matriz 
dle los ciclos fundamentales, y viceversa 

Fjercicios. Cerciórese de la valles sle las sy 

12. Una subinarriz cuadrada she sh 
Le m wafa conexo es nepukin, si Las c 
tamas she tiern dabut 

games que a in 

ia coalrado 1 de 
dle la sumarios sa 


+ dy > 0 (mod 2). 


1 otras palabras, la matriz de los 


s afirmaciones 
Doe da = 1) de ha matriz ale incidencias 
vario uada corresparden a las 


mai 
s son 
hol sle es 


jando y solo suando 
jume de cmendas respecto de cierto 


aquelito del yo 
14 Una sub 
Exceso hi 
AS. Una matriz ie: 
C coreponde Imini 


ado, 
atriz regular de dimen 


m dn o (a 0 de La mato de ancianas 
fo 

m ma Wa gu = oam a H de ba atanz ak endos 
autos ske dos esqueletos del grato. 

16 Si has cobminas de has mutrices de, 19 y A las escribimos valicuudonos de un mismo. 
unden al aristas son rebación a so Jeto, respecto del cual estan formados 
los suelos y cortes Fundamentales, y, a co m, das representamos en forma de 
ode > laleli dh diada aegular de orden 1 — 1 d [Elio y 
K = JAM 0d, emonces 


A AA 


Con esto hemos de acabar con la introducción a la teoría de los grafos 
Esta teoria ha acumulado un enorme material de hechos reales. A la exposi- 
ción de esta teoría están dedicados toda una serie de libros, Algunos de 
ellos ya han sido mencionados en el testo. Sin embargo, debemos atraer 
la atención del lector a la obra (79) (probablemente la única de su gênero) 
sobre el orgen y desarrollo de la teoría de los grafos 


iss 


CAPÍTULO 6 MÉTODOS DE RESOLUCIÓN DE LOS 
PROBLEMAS EXTREMALES 


6.1. PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS 


COMBINATORIOS EXTREMALES 
Y ACCESOS A SU RESOLUCIÓN 


Según lo dicho en el capítulo 1, existen tres tipos de problemas com- 
binatorios: en unos se resuelve la cuestión de existencia o no existencia de 
las soluciones; en otros se calcula el número de soluciones del problema; 
por fin, en los terceros de una colección de todas las soluciones si cligo 
aquella que posce cierta propiedad en un grado máximo o mínimo, Los 
problemas de este último tipo se denominan precisamente extremales. 

Demos a conocer unos cuantos ejemplos de problemas combinatorios 
extremales. 

1. Problema de nombramientos. Se tienen » plazas vacantes y el mismo 
número de candidatos para ocuparlas. El nombramiento del ¿ésimo can- 
didato a la j-ésima plaza Ieva consigo el pago del salario cy: %, j = 1, 2, 

«n n. Para cada candidato puede ser asignada sólo una plaza, y cada 
plaza puede ser ocupada sólo por un candidato, En otras palabras. no se 
admiten el ejercer un cargo simultáneamente con otro y el fraccionamiento 
de los cargos. El problema consiste en llevar a cabo los nombramientos 
de un modo tal que la economía de los fondos de salario sea máxima, 
es devir, en encontrar 


dos 


donde jı es el cargo que obtiene el ¿-ésimo candidato, y Un Jas «++ Ju) es 
una sustitución correspondiente a los nombramientos: j=j. Si inter- 
pretamos cy como rendimiento, el problema consistirá en la búsqueda del 
máximo y no del mínimo. Los problemas de nombramientos tienen muchas 
formas diferentes en función de las condiciones. Por ejemplo, para ejecutar 
n Operaciones independientes están elegidos »m obreros; se da una matriz 
lol, donde ty es el tiempo que gasta el i-ésimo obrero para realizar la 
ima operación. La magnitud, cuyo mínimo se busca, es el tiempo de 
realización de todo el trabajo: 
F= mix È; Fi Sl 
i SR 

donde R; es el conjunto de operaciones ejecutadas por el j 

En un caso particular, puede prefijarse el número de opera 


simo obrero. 
nes n; para 


el i-ésimo obrero: 2) m = n. Cuando m = 1 (i = 4, 2, .. „n; n = m), ob- 
T 


tenemos el problema de nombramientos con el criterio de mini-máx. Por 
último, demos a conocer tal formulación del problema de nombramientos 
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cuando se toma en consideración el tiempo que gasta un obrero para pasar 
de una operación a la otra. Sean dadas » operaciones y m obreros. Se hacen 
las matrices: T = [fi], donde fy es el tiempo durante el cual el ¿ésimo 
obrero cumple la j-ésima operación, y Ł = |ly), donde ly cs el tiempo que 
gasta cualquier obrero para pasar de la +ésima operación a Ja j-ésima. Se 
requiere distribuir las operaciones entre los obreros y de tal manera con- 
siderar el tiempo de paso, que el tiempo de ejecución de todo cl complejo 
de operaciones sea mínimo. 

2. Problema de un viajante de comercio. Un viajante de comercio tiene 
que visitar varias ciudades. Ha de elegir la ruta más corta para que 
empezando a jar desde su ciudad, pueda visitar otras ciudades una sola 
vez y regresar, Las distancias entre las ciudades calculadas de dos en dos 
vienen dadas en forma de una matriz C = feyh, j=1,2,.... n, donde 
n es el número de ciudades. 

3. Problema de una mochila. Se tienen «1 Objetos cuyos pesos son dy, 
das o. + Am, y el valor Si, S2, .., Sm, respectivamente, Se pide llenar la 
mochila, capaz de contener un peso no superior a R, con un surtido de 
objetos que posea un valor máximo. 

Construyamos un vector X = (Xi, X2, + + «+ Xa), donde xy = 1, si el ésimo 
objeto debe colocarse en la mochila, y x; en el caso contrario: i = 1, 
2... n. El problema se formulará como problema de búsqueda de 


máx Y 


(del valor máximo de los objetos colocados) a condición de que 


vn £ R. 


4. Minimización del tiempo de ejecución de un juego de operaciones. 
Supongamos que se pide ejecutar n operaciones. A cada operación se le 
corresponder un vértice del grafo G, donde está trazado un arco desde 
ice / hacia el j, si la operación j precede, según las condiciones tec- 
nológicas, a la operación j. Todas las operaciones están divididas en m 
clases, con la particularidad de que en un momento dado puede ejecutarse 
sólo una operación de cada clase. Se conoce el tiempo de ejecución de las 
operaciones (f para la j-ésima operación) Se requiere determinar el orden 
de ejecución de todas las operaciones que asegure la realización del traba 
en el tiempo mínimo T. Por ejemplo, sea una red (esquema) de 6 opera- 
ciones: Ar, Az, As, Aa son operaciones de primera clase y Bi, Ba, de segun- 
jecución de caca operación viene indicado dentro de los 
cuadrados en la fig. 6.1. Sean Ry y Rz sucesiones de ejecución de las opera- 
ciones para cada clase, respectivamente. Por ejemplo, para Ri = (2, 1, 3, 
4); Rì = (2, 1) obtendremos: T = 36. Es evidente que el número de com- 
binaciones admisibles depende considerablemente de la estructura de la red. 
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ación del 4i de mecanizado de un lote de piezas. 
Se analiza un grafo orientado G con los vértices 1, 2, .... m, donde el 
vértice 1 corresponde al 1-éximo tipo de las piezas a maquinas, Para cada 
arco (2, j) viene dada su longitud fy, la cual se imerpreta como período 
entre el mecanizado de las piezas del résmo tipo y el mecanizado de las 
piezas del j-ésimo tipo, La sucesión de vértices ŝi, is,» «da, da 1, donde 
di 4 = n define el ciclo del mecanizado. Se pide minimizar el tiempo medio 


de este proceso 
[i 
Twal >. lla 


ss decía, hallar em el grato orientado (el contorno que tenga una longitud 
edia minim: 

6. Minimización de la parad 
que n operaciones se elechóan e 


de wna línea de montaje. Supongamos 
1 transportador de si tramos. Para que 
el transportador se mueva continuamente, el tiempo de trabajo del operario 
no debe sobrepasar la duración del ciclo. Admitamos que en el résimo 
tramo se realizan un conjunto de operaciones R. Entonces, el tiempo activo 


en el /-ésimo tramo es 1, 2) ín y la parada (interrupción) en él es igual a 
Pr 
C- Y f, donde Ces la duracion total del ciclo de ope 
nR, m 
magnitud sumaria de la parada dl = X) di debe hacerse minima a cuenta 


de la distribución de las operaciones por tramos. Adem 
plamearse las cuestiones: a) sobre el mínimo de duraci 
C = máx Zo para un numcio dado sr de tramos: b} sobre el mí 


a, ciones. La 


s. pueden 
n «del ciclo 
imo del 


número m para una longitud dada del ciclo. En la fig. 6.2 vienen in- 
troducidas 9 operaciones (entre paréntesis se indica el número de unidades 
de tiempo que se requieren para la ejecución de la operación correspon- 
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diente) y 3 tramos: 
R = (Ru, Re R3) = (I, 2, 3; 4, 


>» 
tenemos 
Fi = 2N; F =16, F, - 14, 
C=máxF,=21, T= J nas. 


El tiempo total de parada es 


de Yd=mC-T=Y21 N- N 


7. Problema de recubrimiento. Hállese, para un si 
G, el recubrimiento mínimo, es decir, un surtido minimo de aristas Lal que 
cualquier vértice resulte ser incidente a cierta arista perteneciente al surtido 
mencionado. Formalicemos el planteamiento de este problema. Numeremos 
los vértices del grafo con los números 1, 2, .... m, y las aristas, con los 
números 1, 2, . . ., 11. Sea Jay] la matriz de incidencias del grafo G. Unamos 
con las aristas las variables xy U = 1,2, . - , n) tales que x, = 1, si la arista 
j integra el recubrimiento; X = 0, en el caso contrario. El problema de 


hallar el recubrimiento mínimo es equivalente a la búsqueda del mín Y) y, 
m 


alo no orientado dado 


con requerimientos i 


om 


La forma general de un problema vombmatorio extremal es la siguiente, 
Si tiene un n-conjunto de elementos, en el que se da un conjumo (finito, 
por regla general) de combinacion 


P = (mum. Fa... T). 


Por combinaciones ri, #2, - nr pueden entenderse las permutaciones, 
combinaciones, diferentes sucesiones, etc. En cl conjunto P se define una 
función F. Se necesita hallar el extremo de F (el máximo o el mínimo), 
o bien los elementos del conjunto P que aseguran dicho extremo. 

La propia formulación de los problemas combinatorios extremales 
predetermina la elección de las operaciones que se aplican para su resolu- 
ción, En primer lugar, hay que disponer de un conjunto, de valores de la 
función F y saber seleccionarlas de un modo adecuado. En segundo lugi 
es necesario desarrollar el método de comparar estos valores y distinguir 
entre ellos el valor máximo o mínimo. 

La primera operación de la selección raras veces, prácticamente, resulta 
ser realizable, puesto que el número de toda clase de combinaciones 
posibles puede ser demasiado grande. Efectivamente, en el primer ejemplo 
el número de todas las combinaciones es igual a ,1!, en el segundo a 
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(n — 1)!, en el tercer ejemplo a 2”, en el cuarto a (a1)”, en el quinto a 


bS (Ja - 1), ete 
ña 


No es más fácil la operación de comparación. En el caso general es 
dificil juzgar, sin reatizar cálculos inmediatos, si tiene lugar F(m,) > Fry), 
o, Viceversa, F(xi) < F(7;). Además, la propia determinación del valor de 
la función F(x) representa, como regla, un problema que no es nada fácil. 

Las dificultades relacionadas con la elección de las variantes y la com- 
paración de los valores son considerables. Precisamente cllas constituían 
un obstáculo para el progreso de esta parte del análisis combinatorio, a 
pesar de su actualidad evidente. Solamente con la introducción (hace 30 
años) en la práctica matemática de los ordenadores se hizo posible la resolu- 
ción de toda una serie de problemas extremales. 
| esquema general que caracteriza la conexión de los problemas com- 
orios extremales con los métodos de programación lincal puede ser 
representado aproximadamente así; los elementos rr; se interpretan como. 
puntos de un espacio euclideo para que la función de “especial” / se haga 
una forma lineal. Se examina el problema de encontrar el extremo de esta 
función en la cápsula convexa de los puntos dados (es decir, en un poliedro 
convexo). En efecto, el extremo de una forma lineal en un poliedro se con- 
sigue en uno de los vértices que integran el conjunto de los elementos en 
consideración. Mientras tanto, el problema de hallar el extremo de una for- 
ma lineal es precisamente un problema de programación lineal. La 
peculiaridad de los problemas combinatorios, al realizarse tal esquema, 
vonsiste en que en el proceso de búsqueda de la solución hemos de limitar- 
nos a los puntos cuyas coordenadas son números enteros. 

Mostremos con ejemplos cómo se plantean los problemas de programa- 
ción para los problemas combinatorios extremales. La solución del pro- 
blema de nombramientos (ejemplo 1) representa una permutación (pi, pas 
«+ Pa) de los números |, 2, . . .. n, obtenida como resultado de los nom- 
bramientos del tipo ¿=p h 2, ... M El objetivo consiste cn 


encontrar min 3) e, en el conjunto finito de las permutaciones men- 
a 


cionadas. Cada permutación puede interpretarsecomo un punto en el espacio 
euclideo n?-dimensional; en este caso ésta puede representarse con mayor co- 
modidaden formadeuna t x n)-matriz X = þr], donde xy = 1, siclcésimo 
candidato está designado para ocupar cl jésimo cargo, y xy=0, 
en el caso contrario. Sustituyamos esta condición por la otra: xy > 0, para 
que no se impida la aplicación de la programación. Los requerimientos 
referentes a la inadmisibilidad de ejercer un cargo simultáneamente con 
otro y al fraccionamiento de los cargos se escribirán como condiciones; 


163 
ue 


Los gastos sumarios, cuyo m 


imo se busca, se escribiran así: 
Y Eco 
A 
En el problema de un viajante (ejemplo 2) se busca, 
mía DB ca 
a 


bajo las condiciones de que 


o sabemos, 


Dri 


(de cada ciudad el viajante se va solo una vez), 
Napa dy 11,2, Mi 


t=) 
(en cada ciudad el viajante lega una sola vez) y 


momint- GLi- 2 


ES) 


La última condición está introducida con el lin de asegurar la unicidad 
del ciclo en el camino del viajante. Kifectivamente, sí existiera una solución 
que contenga dos o más ciclos, se encontraría un subciclo r con k estabones 
el cual no pase por el punto de partida. La sumación de las últimas condi- 
ciones para r llevaría a una contradicción: 


nk «(n - DK 


En la última condición no se han determinado m y 1- Pueden hallarse 

para cualquier ciclo que tiene por origen el pundo de partida, Si el punto 

i se visita en la p-ésima etapa del recorrido (p = 1, 2, ..., 11), entonces 

pongamos u =p. Para todos los i y j de aquí se deduce que 

1 — uy < n — 1. La última condición se cumple para cualesquiera xy = 0. 

En cambio, si xy = 1, las citadas condiciones se escriben como. igualdades: 
m- yraxsy=p pa Din sn 


El problema de recubrimiento (ejemplo 7) ya está formulado de tal 
modo que permite plantear el problema correspondiente de la programa- 
ción lineal. Su planteamiento más general consiste en hallar, para un con- 
junto finito dado S = (51, 52, - - -» 5n) y cierta totalidad fmita de sus sub: 
conjuntos $ (j = 1, 2, . . .. 29), un recubrimiento mínimo del conjunto 5, 
es decir, un juego mínimo de subconjuntos S; en el cual todo elemento 
5€S pertenezca por lo menos a uno de los subconjuntos. 
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Para este problema general se aplica un acceso análogo: se hace una 
matriz de incidencias |ay}, en la cual ay = 1, si s € Sy, y ay = 0, en el caso 
contrario. Hallemos xy que son iguales a uno, si S integra el recubrimiento, 
y a 0, si no lo integra. Por consiguiente, resulta aplicable al problema la 
programación lineal. 

Para la resolución de los problemas combinatorios extremales han sido 
claborados diferentes métodos de cálculo. Los más perspectivos de ellos 
han formado una sama aparte de la programación combinatoria (véase 
[80)). La idea general de dichos métodos consiste en la sustitución de la 
selección completa de todas las variantes por las selecciones parciales de 
menor volumen, Para poder realizar tal idea se hallan ciertos subconjuntos 
que a ciencia cierta no contienen el extremo buscado, estrechando el 
dominio de las variantes posibles, En esta ocasión los métodos resultan 
ser los más diversos y se definen por la estructura de los conjuntos finitos 
correspondientes. Más abajo se describen varios métodos ampliamente 
usados hoy día. 


6.2. MÉTODO DE RAMIFICACIONES Y RESTRICCION 


su 


De acuerdo con este metodo, el conjunto de todas las combinaciones 
admisibles Q se parte en subconjuntos Qi, Qz, «+. Qu. Cada uno de los 
últimos se parte, a continuación, en subconjuntos Qu, Q2... Que 
(i=1,2,....51), ele. hasta que se obtengan combinaciones separadas. Este 
proceso de ramilicación resulta cómodo expresarlo en forma de un árbol. 
En cada subconjunto Qu, 1 se define una función de preferencia 
(Quin. a). Comenzando por el vertice Q, el proceso se realiza una 
etapa a otra, eligiéndose cada vez un subconjunto gue tenga el valor 
mimmo de fa citada función (o el valor máximo, si lo exigen las condiciones 
del problema). El árbol obtenido será un árbol de soluciones. 

El problema consiste en la elección acertada de la función de preferencia 
para que se pueda obtener una buena solución. A veces, la elección de un 
subconjunto se realiza al azar: en este caso la probabilidad de que se clija 
un conjunto dado es tamo mayor cuánto menor es el valor de su función 
de preferencia (funciones randomizadas de preferencia). 

El problema principal en este método consiste en elegir el procedimiento 
de determinación de la frontera inferior (o superior). No es siempre fácil 
obtener el valor bastante exacto de ella, pero, conseguido este valor, el 
número de ramas que se examinan en el árbol de soluciones se reduce en 
el caso general. Esto se debe a que, si el valor de la frontera inferior para 
tal o cual subconjunto es superior o igual (en el vaso de minimización; 


P Se conoce también como metodo de particiones progresas y estimaciones, método 
de ramas y fronteras 
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rior o igual, en el caso contrario) al valor de la función minimizada 
de una de las soluciones ya obtenidas, entonces, la rama correspondiente 
del árbol de soluciones se excluye del análisis. 

Sea Q un conjunto de todas las soluciones admisibles de cierto pro- 
blema: Q = (1, Q. - - -» qu); en el conjunto de dichas soluciones está dada 
una función f. Se pide hallar un subconjunto O, C Q, en el cual la función 
J alcance su mínimo (o su máximo) 

Supongamos que conocemos cierta frontera interior ho para la función 
J en el conjunto Q. Admítase que por medio de un procedimiento se ha 
logrado partir Q en un conjunto A y un complemento de éste A, y además, 
precisar, después, las fromeras interiores de f en los conjuntos A y A, las 
cuales son iguales a bi y Di, respectivamente, con la particularidad de que 
bi > bos bi > do. Supongamos ahora que con ayuda de onos procedumien- 
tos logramos partir Q en dos partes: B y B; C y C, ... . Examinemos 
los conjuntos ANB; ANB, ANB; ANB y las fronteras inferiores 
precisadas de f en dichos conjuntos br, Di, bi y bf, respectivamente, En 
este caso, además, 


ba 2 b > bu; bf > bi > do; 
bi >b > bu; bF bi > bo. 


Así pues, podemos construir un arbol orientado con la raíz Q (bisárbol) 
(fig. 6.4), con la particularidad de que no hay necesidad de hacerlo hasta 
el fin. Supongamos que hemos construido una parte del árbol partiendo 
el conjunto Q en ciertos subconjuntos y encont 
feriores para los vértices correspondientes a los subconjuntos citados. 
llegimos de todos los vértices pendientes aquél que tiene una front 
mínima, y, a continuación, partiendo los subconjuntos correspondientes, 
obtenemos dos vértices nuevos, en los cuales precisamos las fronteras in- 
feriores de la función /. 

Enunciemos la siguiente afirmación sencilla: en cualquier etapa Ja unión 
de los subconjuntos, correspondientes a los vértices pendientes, da todo 
el Q. Por eso, si obtenemos, como resultado del proceso dado, un vértice 
compuesto por un solo conjunto {q}, y si la frontera inferior de la función 
F en el citado vértice es menor que en los restantes vértices pendientes en- 
tonces f toma en q, su valor mínimo. El proceso se da por terminado, 

Con auyda de los razonamientos análogos se puede describir el algorit- 
mo para hallar la solución máxima, si ésta existo. 

Desgraciadamente, el método en consideración no da una respuesta 
constructiva al problema planteado. En cada problema concreto hay que 
idear algoritmos de partición del conjunto Q y los mejores procedimientos 
para precisar las fronteras inferiores b en los vértices pendientes. 

Veamos cómo se aplica el método al problema del viajante. En el 
lenguaje de la teoría de los grafos en este problema se trata de la búsqueda 
de los contornos hamiltonianos óptimos 
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nos Jas fronteras in- 


Twaa 


Sin embargo, no todos los grafos contienen el contorno de Hamilton. 
Por consiguiente, antes de proceder a buscar el contorno hamiltoniano óp- 
timo, hemos de tratar, por lo menos, de establecer si tal contorno existe 
en el grafo dado. Por otra parte, existen grafos que disponen de una gran 
cantidad de contornos hamiltonianos, lo que hace imposible la selección 
completa incluso en los ordenadores. Por ejemplo, para un grafo completo 
en n vértices existen (1 — 1)! diferentes contornos hamiltonianos. En 1963 
Little encontró un método estricto de optimización para los problemas del 
lipo dado con gran mimero de contornos hamiltonianos 

Sca dado un grafo orientado G = (X, U), donde |X| = 7, y a todo arco 
(xi, 1) € U le está asignado el valor cy = efin x). Vamos a suponer que 
cualesquiera cy > 0. Si es que el arco (G, xi) $ U, entonces e . 

El algoritmo para encontrar el contorno hamiltoniano mínimo con- 
sisi en la construcción de un bisárbol descrito en el método de ramifica- 
ciones y restricciones. 

A) Q (la raíz del bisárbol) es el conjunto de todos los contornos hamilto- 
nianos. La frontera inferior de Æ, es, obviamente, un cero, pero encon- 
traremos la frontera mayor en el proceso de búsqueda de los conjuntos 
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A y À del bisárbol. Procedamos de la manera siguiente. En cada fila de 
la matriz [cy] encontramos el elemento minimo y lo restamos de todos los 
elementos de dicha fila. Si en la matriz obtenida hay columnas que no 
tienen clementos nulos, encontramos en cada una de ellas el elemento 
minimo y lo restamos de todos las elementos de la columna. De resultas, 
tendremos una matriz nueva [es] en la que en cada fila y en cada columna 
se contiene por lo menos un solo cero. 

B) Sumemos todos los elementos que hemos sustraido en A). La suma 
de ellos b será precisamente la frontera inferior para Q. Efectivamente, 
tomemos un contomo arbitrario /., en el cual la suma de los valores de 
los arcos es igual a /. En el punto A), al transformar ta matriz [cy] en egl, 
hemos sustraido ciertos números de todos los elementos de las filas co- 
rrespondientes y de ciertas columnas, Con ello, cada vez de la magnitud 
l estos números se restaban también y, al fín y al cabo, la longitud del 
contorno £ en la matriz [cg] es también no negativa. Por consiguiente, 
l> b. 

C) Pasemos a la construcción de los vértices del bisárbol del siguiente 
nivel, Sea c = 0, Definamos yy como suma del elemento minimo de la 
¡ésima fila y del elemento mínimo de la ¿ésima columna (excluyendo cy 
que es igual a cero) y hallemos 


O= yu MÁX yin 

Venimos la propiedad pu: “el contorno no contiene el meo (wa 17)" que 
se aplicará a los arcos con ch = 0. 

Si un contorno hamiltoniano no contiene el arco (Y, 14), entonces 
obligatoriamente empleará ciertos dos arcos (y Yis J, y (Yn A) da 

D) Demostremos que bi = b + ques la frontera inferior para el conjun- 
to de contornos que satisfacen la propiedad pas. Ln efecto, analicemos un 
contorno hamiltoniano arbitrario Ly privado del arco (xx, 1). Entonces, 
realizada la transformación A), la longitud de este contorno en la matriz 
renovada será no inferior a cero. Con eso queda construido el vértice del. 
bisárbol Ew con la frontera inferior b* = b + 8. 

E) Construimos cl vértice Æx que se define por la propiedad par: “el 
contorno emplea el arco (xx, x1)”. Suprimimos de la matriz la k-ésima fila 
y la /-ésima columna, sustituyéndolas por so: 

A) o bien el valor de cj, si el contorno no empleaba hasta este momento 
los arcos que entran en el vértice x; y salen del vértice x, puesto que la conc- 
xión del arco (x, xx) con los arcos del contorno ya elegidos conduce a la 
aparición de un contorno no hamiltoniano; b) o bien el valor de Cóm, si 
el contorno contienc, además del arco (xx, xr), todos los arcos de cierto 
camino simple del vértice Xm al vértice xx, puesto que la adición del arco 
(h, Xm) « los arcos del contorno ya elegidos también conduce a la aparición 
de un contorno no hamiltoniano; c) o bien el valor de cpr, si el contorno 
contiene, además del arco (xx, x), todos los arcos del camino simple que 
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pád, 


llevan del vértice x al vértice xp, puesto que la conexión del arco (Xp, Xe} 
con los arcos del contorno ya elegidos condnec a la aparición de un contor» 
no no hamiltoniano. 

F) Actuamos igual que en A) con la matriz obtenida como resultado 
de E). 

G) Actuamos igual que en B) con la matriz obtenida como resultado 
de F). Al agregar la suma obtenida a la frontera para cl vértice antecedente 
(en el primer caso, para Q), obtenemos la frontera para el vértice de E). 

H) Si, como resultado de P), se obtiene una matriz de arden 1, el pro- 
ceso se da por terminado. Sí no, pasamos a 1). 

1) Entre todos los vértices pendientes «del bi 
elegimos un vértice de frontera minima. 

3) Si el vértice elegido en 1) correspondía en el proceso de construcción 
a la propiedad pj pasamos a C). Si no, pasamos a K). 

K) Supongamos que el vértice elegido correspondia en la construcción 
a la propiedad py. Sustituimos el valor cn la célula (6, j) de la matriz co- 
rrespondiente por œ. En la ¿¿sima fila, igual que en la j-ésima columna, 
encontramos un elemento minimo y Jo restamos de todos los elementos 
de dicha fila (columna). Pasamos luego a C). 

Examinemos ahora un ejemplo numérico que muestra cómo se aplica 
el algoritmo de Little a la búsqueda del contorno hamiltoniano minimo 
de un grafo. Sea G un grafo con 5 vértices Xr, X2, Xi, Xu, Xs, y a cada arco 
dle este grafo (x, xy) se le asigna un número 
valores están escritos en forma de una matriz de valores en la fig. 6.4. 

Construyamos un bisárbol, descrito por el método de ramificaciones 
y restricciones, para este ejemplo numérico. 

A) De los elementos contenidos en las filas xı, x2, > As SUStracmos 
respectivamente sus elementos minimos 2, 3, 1, 2, 4; además, de la columna 
Xs Sustracmos 1 (véase fig. 6.6 a). 

B) Calculamos la suma 243 + 1+2+4+1= 13. De este modo, 
para el vértice Q (cl conjunto de todos los contornos hamiltonianos) 
obtenemos una frontera: b = 13. 


bol ya construido 
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C), Pasamos al examen de todos los elementos nulos de la matriz: 
A, X) = 2; y, a) =25 Y 2, M4) = 3 0, 1) = 2, 
vda, 23) = 0; yla, 25) = 3; (xs, 19) = 2. 


Por consiguiente, 0 = y(r, x) = 3 

D) Expresamos el vértice Q2, del bisárbol con la frontera inferior igual 
a1d43= 16 
Expreswnos el vértice Qu; definido por la propiedad “el contorno 
contiene el arco (X2, x1)”. Suprimimos la segunda fila y la primera columna. 
En la célula (1, 2) colocamos œ (véase fig. 6.6 b). 

F) Al principio sustracmos 2 de todos los elementos de la fila x, y 
después, de la primera columna sustracmos 2 (véase fig. 6.6 0). 


170 


Lig os 


G) La suma de los elementos sustraidos de las filas y columnas en F), 
es igual a 4. Por consiguiente, para el vértice Qs, tenemos una frontera 
17 (=13 + 4). 

H) Se ha obtenido aquí la matriz de orden 4. Pa 
operación 1). 

1) El vértice pendiente con el valor 

1) El vértice Da, se ha obtenido con ay 
a K). 

K) En la célula (x2, x1) de lu matriz expuesta en la fig. 6.6 a disponemos 
«o. Obtenemos una matriz que se muestra en la fig. 6.7 a. A continuación 
sustraemos 3 de todos los elementos de la fila xo. Véanse en la fig. 670 
los resultados. 

C) Para la matriz expuesta en 


mos a la siguiente 


simo igual a 16 es Qu. 
la de la propiedad Pas. Pasamos 


a Fig. 6.7 b calcu 


YX 2) = 2, yi, Aa) = O, yiz, Xa) = 0, yiz as) = 0, 
W Xa) = 5, y X3) = 0, ya, Xs) = 0, yirs a) = 2, 
Obtenemos © = yx, x1) = 5. 


unos: 


D) Construimos el vértice © N Qs, al que corresponde la frontera 
16 + 5 = 2l; AE 

E) Construimos el vértice z: N Qı. Suprimimos la fila x y la columna 
4. En la célula (xr, X3) de la matriz expuesta en la fig. 6.7 b colocamos 
so. Véase el resultado cn la Nig. 6.7 c. 
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F) Todas las filas y todas las columnas de la matriz en la fig. 6.7 € 
contienen ceros. 


G) Por consigui 


a el vértice Qe MQu la frontera es igual a 16. 
10) Se ha obtenido la matriz de orden 4. Pasamos a 
1) El vértice pendiente de valor minimo igual a 16 es QuN Que 


1) El vértice Qu N Qui se ha obtenido con ayuda de la propiedad pue 
Pasamos a C) 


C) Calculamos y para todos los elementos nulos de la matriz expuesta 
en la tig. 6.7 c: 


Yi 12) = 25 yla, a) = 0; yla, a 
Maa x= 0; ya, 10) = 0, ya, 13) = 
9 = yu, m)= 


D) Construimos el vértice Q4NQuAQa cuya frontera es 18 
6 + 2) 
E) Construimos el vértice Q1 NQuN Qs. Suprimimos la fila a y la 
volu de la matriz expuesta en la lig. 6.7 c. Obtenemos una matriz 
que se muestra en la fig. 6.8 a. En la célula (2, 3) colocamos el signo oo, 
F) En cada fila y en cada columna de la matriz expuesta co la 
Mig. 6.8 a se contienen ceros. Ki 
G) La frontera inferior para el vértice Qz N Qu N Qu es igual a 26. 
10 Se ha obtenido una matriz de orden 3. Pasamos a 1). 
m 


x| 0 ES o a] 0 æ y 
% o Y æ a 


Figh. ñ 


1) El vértice pendiente de valor minimo 16 es Qa NQu NQ. 

J) El vértice Qu NQuA Qu se ha obtenido con ayuda de la propiedad 
Pr. Por eso, pasamos a C) 

C) Calculamos y para todos los elementos nulos de la matriz en la 
fig. 6.8 a: 


va, Xa) 102, 10) = yla a) = 0, 
Wz As) = U; yas, x1) 


O = ym, x) = 2. 


D) Construimos el vértice a Qu N Qu N Qus, cuya frontera será igual 
a 18 (=16 + 2). 

E) Construimos el vértice Qu N Qu N Qu Qu. Suprimimos la fila as y 
la columna xy de la matriz en la fig. 6.8 a; en la célula (4, 3) colocamos 
æ, Oblenemos una matriz que se muestra en la fig. 6È D. 

F) En Ja matriz de la fig. 68 Cada Nla y cada columna contiene ceros 

G) La frontera para el vértice Qu N QuUNQRA Qn será igual a 16 

H) Tenemos una matriz de orden 2, por eso pasamos a 1) 

1) El vértice pendiente de valor mínimo 16 es Qu N QUN Qu N Orn- 

J) Este vértice se ha obtenido con ayuda de la propiedad pza. Pasamos 
a ©). 

€) Caleulamos y para los elementos nulos de la matriz en la fig, GN D 

yla, 0) = 007 Ys, M3) = oo 
O yx, 15) = 00, 


D) Construimos el vértice O, N Qu N Qua N Qis. La frontera para el es 
igual a oo, £ 

E) Construimos el vértice Qu N Qu NOQA Qua N Qis. Suprimimos la 
fila xa y la columna xs. Obtenemos una matriz que se muestra en la 
fig. 6.8 c- 

F) Es obvio que cn la matriz obtenida 
sustracción. 

G) La frontera inferior para el vértice en E) es igual a 16 + 0 = 16. 

H) Tenemos la matriz de orden 1 con frontera minima entre todos los 
vértices pendientes. Al agregar el arco (xs, xs), obtenemos el contorno 
hamiltoniano buscado de valor 16: (x3, x1, 42, Xa, 49). La solucion hallada 
se representa en las figs. 6.9 a y 6.9 b. 


no se requiere ninguna 
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El algoritmo obterudo permitió hallar la solución del problema 
planteado. Sin embargo, pueden existir otros contornos de Hamilton con 
el mismo valor. Esto resulta de que la elección de los vértices en algunos 
casos no era univoca. 

He aqui un ejemplo más que ilustra la aplicación del algoritmo de Little 
para la búsqueda en un grafo de 5 vértices del contorno hamiltoniano 
minimo, st la matriz de valores está representada en la fig. 6.10 a. Cons- 
nuyamos el bisárbol. 

A) De los elementos contenidos en las filas Xi, X2, Xy, Xa, Xs SUSLIACIMOS 
respectivamente sus clementos mínimos: 3, 0, 5, 3, 16, y, a continuación, 
de la matriz obtenida (véase fig. 6 10 b} restamos de las columnas vi, Yz, 
w 1,2, 1, respectivamente (véase fix. 6.10 c). 

B) Calculamos la suma 3+0+5+3 4164 1424 1=3) Por 
consiguiente, para el vértice @ obtenemos la frontera inferior: b = 3). 

C) Pasamos al examen de todos los elementos nulos de la matri; 


JM, A3) = 17 yla xs) = Loy 
xs, wn) = 


xs) = 13; yoa, xs) = 16; 
WXs, x2) = 13, y(as, X) = 16; y(%s, 14) = 1. 


Asi pues, O = y(x1, xs) = 17. 


CE 
” 0] x| [26] 43] 17] 0 
» oj |r| =|| 1|0 
” o| »,[20[13]<[o5| 0 
PA a| «ler 16/25 | 0 
ES =| ». 0] 0J0]o[= 
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Figéi O Ay, n00, 


D) Expresamos el 
2 +17 = 48, 

E) Expresamos el vértice Qus que se de 
contorno hamiltoniano contiene el arco (xi, xs) 
expuesta en Ja fig. 6.10 c la primera fil 
(5, 1) ponemos co (véase fig. 6.12 a). 

F) Sustraigamos de todos los elementos de las filas x3, x1, Xa de la matriz 
obtenida, 1, 3, 16, respectivamente, y luego, de la primera columna 
sustraigamos además 5 (véase fig. 6.12 b) 

G) La suma de Jos ciementos sustraidos de las filas y columnas de la 
matriz en el punto antecedente es igual a 35. Por consiguiente, para el vér- 
tice Qus la frontera inferior es igual a 31 + 35 = 66. 

H) En la última etapa se ha obtenido una matriz de cuarto orden. Por 


rtie Que del bisárbol cuya frontera ioferior es igual 


ye por la propiedad pis "el 
'. Suprimimos en la matriz 
y la quinta columna, y en la celula 


eso pasamos a la operación siguiente. 
hhn 
> [Te [+] o 
x| 2 | 0j% |22 
Apang 
»[=]o[o[o] 
Fig.6.12. a b 
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D) El vértice pendiente de hontera minima 48 es Qis. | 

1) El vértice se ha obrenido con ayuda de la propiedad pis, Pasamos 
a K). 

K) En la cólula (1, $) de la matriz expuesta en la fig 6.10 e colocamos 
æ. Obtenemos una matriz que se expone en la fig. 6.13 a. A continuación 
sustraemos 17 de todos los elementos de la fila xi. El resultado está 
representado en la fig. 613 D. 

C) Para la matriz expuesta en la fig. 13 b calculamos: 


Md) Dj 9, 0) os, a e 1% ya, 00) e N 
yla, A) > las, 12) Y yr ad 167 ys, 4) = O, 


por lo enal tenemos, por ejemplo, A yiye, X) = 16. 


[o] 
[o] 
0 


e ' bigla 
17 


D) Construimos el vértice Qis N Os», al cual corresponde la frontera in- 
ferior 48 + 16 = 64, cl 

E) Construimos el vértice Qis N Qs). Suprimimos la quinta fila y la 
tercera columna en la matriz expuesta en la fig. 6.13 b, y en la célula (3, 
5) colocamos co. El resultado se muestra en la fig. 6.13 c). 

F) De todos los elementos de la fila xy sustraemos primero 13, y luego 
de la primera columna sustraemos 7 (véase fig. 6.13 d) 

G) La suma de los clementos sustraidos de las filas y columnas en F) 
es igual a 13 + 7 = 20. Por consiguiente, para el vértice Qis N Os, tenemos 
la frontera igual a 48 + 20 = 68, 

H) Pasamos a 1). 

1) El vértice pendiente Qis N Qs, tiene el valor mínimo de la frontera 
inferior, 

J) El vértice elegido correspondía, al construir el bisárbol, a la pro- 
piedad psy. El valor dentro de la célula (5, 3) en la matriz expuesta en la 
fig. 6.13 b se sustituye por co, y de todos los elementos de la columna xy 
se testa el número 16. El resultado se muestra en la fig. 6.14 b). Pasamos 
a ©). 

C) Para todos los elementos nulos de la matriz en la fig. 6.14 b 
calculamos: 

WX a) = 9, yr, M5) 
YA, x3) = % y(xs, x) 
De aquí, © = y(%), xs) = 13. > n 

D) Construimos el vértice Qis MQ4NQss, al cual corresponde la 

frontera inferior 64 + 13 = 77. 
Para construir el vértice Qis N Oss N Qss suprimimos la fila xy y la 
columna xs. Observemos que aqui no hay necesidad de colocar œ en la 
célula (5, 3), puesto que ella ya se encuentra allí. El resultado se muestra 
en la fig. 6.14 c. 

F) De todos los elementos de la fila x, sustracmos el número 9 y obten- 
dremos una matriz expuesta en la fig. 6.14 d. 

G) Para el vértice Qis N Qs Qas tenemos una frontera inferior igual 
a 64 + 9 = 73. 

H) Se ha obtenido la matriz de orden 4. Por eso pasamos a 1). 

1) Entre los vértices pendientes del bisárbol ya construido el Qis tiene 
frontera inferior minima 

J) Por cuanto el vértice ctegido Qis correspondía durante la construc- 
ción a la propiedad ps, pasamos a C). 

C) Para la matriz expuesta en la fi 


AX, xs) = 0, yla, xs) = 13; 
T ys, xa) = 9 yas, xi) = 0, 


6.12 b calculamos: 


5 yOu, Xi 
= 0; ys, 19) = 9. De aquí, O = y(xs, x3) = 9. 


Was, 14) = 0; y(X2, 11) = G yla, 12) = 
xa, X2) = 03 (xs, A 


D) Construimos el vértice Q1s N Qss, al cual corresponde la frontera in- 
ferior 66 + 9 = 75. 
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E) Construimos el vértice QKN Qu. Con este fin suprimimos la fila 
xs y la columna xy en la matriz expue: 12 b, y colocamos 
eo en la célula (3, 1), puesto que la va, X1) conduce a 
la aparición del contorno Xi, Xs, Xy, 10. El resultado 
se presenta en la fig. 6.15 a. 

F) Todas las filas y columnas de la matriz expuesta en la fig. 6.15 a 
contienen ceros. 

G) Por consiguiente, para el vértice Qs N Qs 
ferior igual a 66. 

H) Se ha obtenido la matriz de orden 3. Pasamos a 1). 

1) El vértice pendiente de frontera inferior mínima es Qis N Qss. 

J) El vértice Qis Qs, se ha obtenido con ayuda de la propiedad psy 
Pasamos a C). 

C) Calculamos y para todos los el 
en la fig. 6.15 a: y(X2, Xa) = 23; y(X1, M2) = 22; YOn Ni 
De aquí O = y(n, xı) = 23. 

D) Construimos el vértice Qi NQaN Das, cuya frontera inferior es 
igual a 66 + 23 = 89. 

E) Construimos el vértice Qis N Qs N Qus. Suprimimos en la matriz cx- 
puesta en la fig. 6.15 a la fila xz y la columna xa, sustituyendo el valor 
en la célula (4, 2) por co. Obtenemos una matriz que se expone en la 
fig. 615 b. 

F) Cada fila y cada columna de la matriz obtenida contiene ceros. 

G) La frontera inferior para el vértice Qis MQss MQue es igual a 66. 

H) Se ha obtenido la matriz de orden 2. Pasamos a 1). 

I) La frontera inferior mínima la tiene el vértice pendiente 
Qis AQUA Qu. 

J) Él vértice Qis N Qs3N Qu se ha obtenido con ayuda de la propiedad 
Pas. Por eso, pasamos a C). 

C) Calculamos : y(xs, x2) = 00; y(ka, kı) = œ. Quiere decir, O = y(%, 
x)= o. 

D) Construimos el vértice Qis N Qs N Que NOx. La frontera para dicho 
vértice es igual al infinito (00). 

E) Construimos el vértice Qis N Qs Qu N Qx Suprimimos la fila xs 
y la columna xz. Obtenemos la matriz expuesta en la fig. 6.15 c. 
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F) Es obvio que en la matriz obtenida no hay necesidad de sustraer 
nada, 

G) La frontera inferior para cl vértice en E) es igual a 66 + 0 = 66, 

H) La matriz obtenida es de orden 1, y el vértice Qis Qs, N Qu N Os 
tiene una frontera inferior minima entre todos los vértices pendientes del 
bisárbol. Agregando el arco (xa, x1), obtenemos el contorno hamiltoniano 
buscado de longitud 66: (X), Xs, Xi, Xz, Xi, A1). La solución hallada está 
representada en la fig. 6.16 a y b. 

No es difícil modificar el algoritmo de Little para resolver los problemas 
referentes a la búsqueda del contorno hamiltoniano de valor máximo. No 
obstante, al cambiar un tanto las condiciones, reduzcamos el problema al 
tipo ya analizado. 

Agreguemos el simbolo (— <) a todos los pares de vértices (xn x;), para 
los cuales en el grafo G = (X, U) no hay arco (x,, x,). Sea Jcy] una matriz 
de valores del grafo G = (X, U), |X} = n. Construyamos una matriz nueva 
cuyos elementos los hallamos por la fórmula 


e =C= ey (i j 


2, «a n), donde C = máx Gy. 
ij 


Apliquemos ahora a la matriz |cýf el algoritmo de Little para determinar 
los contornos hamiltonianos mínimos. La solución minima obtenida nos 
ofrece la solución máxima para la matriz ļcyl. 


6.3. MÉTODOS HEURÍSTICOS 


Los métodos exactos de optimización mencionados más arriba re- 
quieren, por regla general, unos cálculos muy voluminosos, Por eso, tiene 
gran importancia práctica la creación de métodos sencillos que aseguran 
la obtención de soluciones, que son nas a las óptimas. Los 
métodos que no prevén la estimación de la proximidad de las soluciones 
obtenidas a las óptimas suelen llamarse Aeurísticos. Un método se llama 
aproximado, si admite la posibilidad de estimar la desviación de una solu- 
ción de la óptima. Naturalmente, el método heurístico puede pasar al orden 
de aproximado tras un exitoso análisis teórico. 
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En los métodos hicuristicos con mayor frecuencia se emplea la llamada 
optimización local. 

Sea un conjunto de combinaciones P = (mi, 12, +... ww 1; se plantea 
el problema de calcular el mínimo de la función F, definida en este conjun- 
10, y buscar las combinaciones sobre las cuales dicho minimo se alcanza. 
El método de optimización local consiste en lo siguiente, 

Para cada combinación x; € P definamos un conjunto Q, de combina- 
ciones que se llamarán vecinas de 1. Pn el lenguaje de la teoría de los 
grafos esto si ada combinación m, se le hace co- 
responder cierto vértice del grafo G. Los vértices vecinos m y xr, del grafo 
G se unen con arco (i, j) (a; € Qs). El grafo obtenido se denominará grafo 
de vecindad de las combinaciones. En el grafo G puede haber una totalidad 
Z de sus vértices, en la cual 


F(x) = Fx), siempre que ma, 1, € Z; 
Fini) < Fiz), siempre que 1, € Z; 4 Z; (i, DEU 


donde U es el conjunto de arcos del grafo de vecindad, Tal conjunto Z 
se llama aislado. Este conjunto puede estar compuesto, por supuesto, de 
un solo vértice, 

El primer paso del acceso local, del cual se trata aquí, consiste en que, 
al elegir una combinación arbitraria 7, hallar para ella el grafo de vecin- 
dad, después de lo cual determinar en este grato los valores de ¿(7 para 
cualquier 1, € Qu. 

La segunda ctapa consiste en una operación a la que se acostumbra 
Jamar descenso. Encontramos 1y €Q; de tal manera que 


Fix) = min Fl), 
meg: 
y si Fira) < Flm), pasamos a la combinación my- 

Procediendo de esta mancra, llegaremos a un conjunto aislado tras un 
número finito de pasos. Sin embargo, ya encontrándonos en un conjunto 
aislado, no podemos cstar seguros de que se ha alcanzado precisamente 
un extremo local (mínimo, en el caso dado), y no el general. Por eso 
tenemos que continuar las “pruebas” locales. Uno de los métodos de con- 
tinuación de la búsqueda puede ser la clección de una nueva combinación 
admisible y la repetición de la operación de descenso en el antiguo grafo 
de vecindad. Son posibles también otros métodos. Definamos, por ejemplo, 
una sucesión de grafos de vecindad Gi, Ga, - - .. G, (grafos de l, 2 
s-vecindad). Después de caer en Gi sobre un conjunto aislado de vértices 
Z, pasamos al grafo Ga partiendo de un vértice arbitrario x; € Z. Si Z queda 
aislado también en Gz, pasamos a Gs, etc. Si resulta posible el descenso 
del vértice m; al conjunto aislado Zi, entonces, al pasar a algún vértice 
1, € Zi, volveremos al grafo G y repetiremos el proceso, partiendo esta vez 
del vértice aj. 

En el procedimiento descrito hay muchas cosas indeterminadas. Sobre 
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todo no está claro cómo se deben construir Jos grafos de vecindad y por 
qué dicha construcción es mejor que la elección aleatoria de las combina- 
ciones. La experiencia muestra, no obstante, que la obtención de las com- 
binaciones vecinas es, a veces, más fácil que construir las sucesiones 
aleatorias. El análisis de un problema concreto lleva frecuentemente al 
método de determinación de las combinaciones vecinas que asegura el 
descenso eficaz hacia una solución óptima o, en todo caso, bastante buena. 

Veamos algunos ejemplos de determinación de la vecindad, 

1. Si las combinaciones son simplemente permutaciones, entonces las 
combinaciones vecinas se definen como obtenidas por conmutación de los 
elementos próximos. Llamemos combinaciones l-vecinas aquellas que se 
obtienen por conmutación de dos elementos vecinos; combinaciones 
2-vecinas, aquellas que se obtienen por conmutación de dos elementos que 
ocupan los lugares pares o impares, etc. Por ejemplo, una permutación 
mi = (1, 2, 3, 4) tiene cuatro combinaciones l-vecinas: m2 = (2, 1, 3, 4), 
m = (l, 3,2, 4), ma = (1, 2, 4, 3) y xs = (4, 2, 3, 1) (los elementos 1 y 
4 también se consideran vecinos) y dos combinaciones 2=vecinas; te = (3, 
2, 1, 4), 7 = (), 4, 3, 2). Con tal definición las combinaciones 3-vecinas 
y I-vecinas coinciden. 

En el caso general, las combinaciones 2-vecinas se definen del modo 
siguiente; m es una combinación 2-vecina para zy, si existe mx tal que mu 
es una combinación I-vecina para xx, y xa es una combinación I-vecina 
para xr, Análogamente se introducen las combinaciones 3-vecinas, ete, 

2. En los problemas 1 y 6 del $ 6,1 se ha estudiado la cuestión sobre 
el nombramiento óptimo y sobre la parada mínima de una línea de montaje. 
En dichos problemas el valor de /* estaba definido como máx +} para cada 
tramo del transportador. Los tramos, para los cuales Fj= máx Æ) se 
llamarán críticos. En tal caso resulta natural definir las combinaciones 
vecinas del modo siguiente: la combinación x, es l-vecina para 1, si puede 
obtenerse de xy por conmutación de dos operaciones, una de las cuales 
está designada para el tramo critico y la otra, no 

Veamos, por ejemplo, el esquema del problema 6 (fig. 6.2) una vez más, 
Para la solución R" = (1, 2, 3; 4, 5, 6; 7, 8, 9) obtendremos: Fi = 21; 
Fa = 16; Fy = 14; F = 21. Resultó ser crítico el primer tramo. Las permuta- 
ciones son admisibles sólo entre las operaciones de los tramos primero y 
segundo. Tenemos: 


R'=(1,2,4,3,5,6,7, 8, 9) Fy = 14; 
Rž =l, 1, k2, 5. R R 9; A= 34; 219; 
R'= (h 3, 6; 2 4 S: T7, 8, 9 F = 14 


REIG A S; 


8,9% dil 2i E 


14, F=2L 


En la solución X? el primer tramo quedó crítico pero el análisis de las solu- 
ciones vecinas no mejora la situación, pues son admisibles sólo las permuta- 


181 


ciones de los dos primeros tramos, mientras que el segundo tramo tiene 
el tiempo de trabajo Fa = 18, próximo al tiempo crítico F= 19. Para 
disminuir Fz, estudiemos las permutaciones admisibles de las operaciones 
destinadas para los tramos segundo y tercero. 


Se tienen dos permutaciones admisibles de las operaciones 6, 7 y de 
las 5, 7. Las combinaciones correspondientes son: 
1,3, 4; 2, 5,7; 6, 8, 9 F=19% F 
L34267 5,8, 9 M=1% 


A=18; F=19 


En ambas soluciones, R° y R“, el valor de 74 disminnyó. Realicemos 
la siguiente etapa del descenso, al tomar, por ejemplo, la solución R‘. Las 
soluciones vecinas de la misma son: 

Rm(234,6,75,8, 9% M2 13 = 14 
R? = (1, 2, 4; 3, 6, T; 5, 8, 9 17; h= 18; 
R? = (1, 3, 6; 2, 4, 7; 5, 8, 9); =22 h=}; 


Demostremos que la solución R* es óptima. Con este fin veamos la 
aplicación del método de ramificaciones y restricciones al problema 6b del 
$ 6.1. Definamos el proceso de rumificaciones del modo siguiente. 
Supongamos predestinadas las operaciones para k tramos, es decir, están 
definidos Ri, Ra, » ~, Re conjuntos. llamemos el conjunto Ra + y admisible, 
si: 1) la designación del conjunto de operaciones Ra , 4 en el (k 4 1)-ésimo 
tramo uo perturba la sucesión del montaje; 2) 2] 4 <C (C es la du- 

ias 
ración prefijada del ciclo); 3) no existe un conjunto R’ tal, que Ra sı $ R', 
que satisfaga las condiciones 1 y 2. La estimación desde abajo det número 
detramos para cualquier subconjunto de soluciones tiene la forma: p(Ri, 


rra 

no designadas. 
“Tomemos en nuestro ejemplo C = 17. Para la designación de las opera- 

ciones en el primer tramo hay cinco posibilidad 


Ri = (1,4, D; AR) = 147 ; 

RÌ» (l, 2, 4} ARI = + M 

Ja ġ= 6.42 

Rì = (1,3 AR = 14 17 3: 
36 $. 


Ri = B, 6k ARD =I + 7 > 


RÌ = (2, 3); ARÍ 
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Elegimos Ri = (1, 2, 4). Admitamos las siguientes designaciones para 

el segundo tramo: 
1 5 2 RI 18 
Rì = (3, 5; Di ARÍ, RI) =2 +- 


i7 


De áquí concluimos que para C = 17 no son suficientes tres tramos, lo 
que confirma el carácter óptimo de la solución elegida R” del problema 6a. 

Ejercicio, Muéstrese que si C = 17, en el problema 6b es óptima la designación de las 
Operaciones para 4 tramos. Hállense dichas designaciones. 

Veamos cómo se aplica la optimización local al problema del viajante 
de comercio. “Tenemos un conjunto A = far, .... 4n) de ciudades y la 
matriz de valores C = [ey] del traslado de una ciudad a a otra ciudad aj. 
En cada paso del algoritmo construiremos una rula A, = (dn, ..., 1) a 
base del r-subconjunto del conjunto A; r =1, 2, ..., n. Además con- 
sideramos que tienc lugar el traslado de la ciudad a, a la ciudad dj... 
k=1,2, .... r= 1, y de la ciudad a,., a la a. Tomamos para r= 1: 
As = (a) (la ruta consta de una ciudad arbitrariamente elegida a). Si A, 
está construido, buscamos en el siguiente paso la ciudad 4 € (4 N 4,) tal 
que elan A) = min eta, An), donde con efan A) se denota la “distan- 

naid > 
cia” desde u hasta Ar: elu, Ar) = mintcy)|a, € A}. En este caso, si olar, 
X2) = Cin para an € An entonces se toma Arsi = (an, o. Guy Ai, Uhen 
++» 44). El algoritmo construido se denomina algoritmo de inclusión de 
la ciudad más próxima 

Ejercicio, Muestrese que el algoritmo de inclusión de la ciudad más próxima puede ser 
realizado mediante un menero de openiciones proporcional a a. 

Teorema 1. Supongamos que la (1 X n)-matriz de valores C en el pro- 
blema del viajante de comercio es simétrica y satisface la desigualdad 
triangular: cu + cu > cy (h j k=1..... n). Entonces 

AI 

Oii 
donde /, es la ruta prefijada por cl algoritmo de inclusión de la ciudad 
más próxima; On, la ruta óptima; |Z| y [On)) son sus valores sumarios. 

Demostración. Supongamos que las ciudades 1, az, ..., an están 
enumeradas de un modo tal que en el +ésimo paso del algoritmo se le 
agrega a la ruta la ciudad m. Demostraremos el teorema estableciendo una 
correspondencia biunivoca entre las ciudades oz, .  .. a, y todas las aristas 
en O, (a excepción de la arista mayor) de un modo tal que el valor de 
inclusión de la ciudad a entre a; y aj, es decir, ca + Ciy — Cy (para que 
el primer paso sea correcto, tomamos cy = 0), no sobrepase el valor 
duplicado de la arista en O,, que corresponde a ax. Obtendremos en 
realidad una estimación más fuerte que la indicada en la formulación: 
Mal < 204] — l.)5,1). donde Zmay es la arista de mayor longitud en Or. 
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Estudiemos en cada paso del algoritmo no sólo la ruta corriente ai, 
o. a, 1<t<n, sino también algunas aristas adicionales de 
Os N fs) que unen las ciudades a an con el itinerario 
corriente. En el primer paso el itinerario consta de la ci 
todas Jas aristas en Op, a excepción de la /,,,, (v 
Supóngase que en el (k — 1)-ésimo paso tenemos la Tuta di, +... dx- 
(en la fig. 6.18 se indica con una linea grues: ados agregadas a 
clla 0%, . . .. an con ayuda de las “piernas” (aristas dibujadas en linca no 
gruesa); una construcción de csta índole se llumará arácnea. 

Admitamos que la ciudad ar, que ha de ser incluida en la ruta en el 
k-ésimo paso, es la más próxima a la ciudad dm perteneciente a la ruta 
(véase fig. 6.18). El valor de inclusión de ax entse dm y la Siguiente ciudad 
an es igual a cx + Cim — Cm. Sea as un punto de la ruta al cual se une 
la pierna que incluye as, y sea (ar, a) la primera arista de dicha pierna 
(puede ser que ay = ax). Por cuanto ar es una ciudad proxima a la ruta, 
tenemos 


Ent X ch: W 
Según la desigualdad triangular, tenemos 
Cn S Cm A Cm (2) 
De (1) y (2) obtenemos 
em S Cm + ewe o 


Al adicionar (1) y (3) y al hacer uso de la simetría de la matriz C, obtenemos 
Cia b Ctm E Cim E Cire 

lo que es equivalente a la desigualdad 
Ok A Cem — Cim $ ew- 


es decir, la inclusión de ax entre ar y dm cuesta 2cy como máximo. Incluida 
ax, suprimimos la arista (as, ay) de la configuración (la construcción sigue 
siendo arácnea). A la ciudad ax se le hace corresponder la arista (ar, 4). 
Después que el algoritmo pasa por todas las ciudades az, ..., ap, Se 
establece la correspondencia requerida entre (as... dad y On N Mando 
lo que demuestra cl teorema. 

Mostremos ahora que se tiene un problema del viajante de comercio 
con n ciudades (n > 6), para el cual el algoritmo de inclusión de la ciudad 
más próxima proporciona una ruta que es dos veces mayor que la óptima. 
Veamos la siguiente matriz de valores C: cy = cy = mín — i n — j + i), 
es decir cy es la longitud de fa ruta más corta de į a j, que va por tas 
aristas del tipo (k, (k + 1 (mod n)). Para n = 8, esta configuración viene 
expuesta en Ja fig. 6.19. 
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Demostremos que la ruta 7, compuesta por las aristas (1, 2), (n — 1, 
1) y (h i + 2) para 1 < i <'n — 2 (en la fig. 6.20 se muestra la ruta Ta), 
puede obtenerse como resultado de aplicar el algoritmo de inclusión de 
la ciudad más próxima. Observemos que el algoritmo puede aplicarse a 
partir de la ciudad 1, luego se agrega a ésta la ciudad 2, la ciudad 3, etc. 
Sea Th 3 <k <n la ruta obtenida con ayuda de este algoritmo después 
de la inclusión de la ciudad k. Mostremos por inducción que Ty consta 
de las aristas (1, 2), (K— 1, k) y (i i +2) para 1 $i $k- 2. Cuando 
k = 3, esto es evidente. Suponiendo que esto es cierto para 3 < ¿< k, ob- 
servemos que Tx + se obtiene de 7; por inclusión de la ciudad k + 1 entre 
Jas ciudades k— I y k. 

La longitud de la ruta 7, es igual a 2» — 2, mientras que la ruta Óptima 
On, compuesta por las aristas (l, 21) y (i + 1), 1<7<02- 1, tiene una 
longitud igual a n. Por cso tenemos 


Ta 

fi 
10, ” 

Esta relación es la máxima que se admite por el teorema, puesto que 


Y 


may) = : EPE 5 ; 
La investigación teórica de la optimización local se realiza también con 


ayuda de los métodos teórico-probabilísticos. Con este fin en el conjunto 
de problemas que se resuclven por el algoritmo local dado se introduce 
una medida probabilística y se demuestra que con el crecimiento de la 
dimensión del problema, la medida de los problemas cuyas soluciones se 
desvían de la solución óptima cn una magnitud superior a e, tiende a 0, 
cuando la dimensión del problema crece, Tal comportamiento de las solu- 
ciones lleva el nombre de optimalidad asintótica. La optimalidad asintótica 
está demostrada para muchos algoritmos de solución del problema del via- 
jante de comercio, en particular, para el más sencillo de ellos, cuando en 
cada paso se supone ir a la ciudad que está más próxima a aquella, cn 
la que el viajante de comercio se encuentra en el momento dado. El lector 
puede encontrar una información más completa en [26]. 
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Fig.620, 


Un tipo más de algoritmos heuristicos de optimización está relacionado 
con la elección aleatoria de las combinaciones conforme a cierta distribuc- 
ción probabilistica que se clige a partir de los razonamientos de obtención 
más probable de las combinaciones deseables. Para datos más detallados 
véase [81]. 

“Algoritmo ávido", Veamos un conjunto finito S, a cada clemento del 
cual s está asignado cierto número no negativo w(s), llamado peso de s. 
El peso del subconjunto A E S se determina como suma de pesos de todos 
los elementos de A. Sea Auna familia de subconjuntos del conjunto S. 

Varios problemas de la optimización combinatoria se reducen al pro- 
blema siguiente: hallar en la familia un subconjunto de peso máximo, 
Por ejemplo, a este tipo de problemas se reduce el problema de hallar el 
esqueleto (o el bosque) de peso máximo en un grafo ponderado G, si 4 
es un juego de todos los esqueletos (bosques) del grafo G. 

Para resolver este problema resulta natural aplicar el siguiente algoritmo 
que se denomina “ávido” (grecdy, en inglés), Este cs como sigue: 

Paso 1. Se elige un clemento sı tal que fsi} €% y w(s1) > (5) para 
todos aquellos s que {s} €% Si tal sı no existe, entonces tenemos ima 
parada (indisponibilidad). 

Paso 2. Se elige un elemento sz tal que (51, sa) € 
todos aquellos s = sı que (51, s} €% Si tal sz no exist 
una para 

Paso k. Se elige tal clemento sr, distinto de Si, Sz, « « Sk- 1, que [51 
s Se = 1 52) EZ y wist) sea máximo entre todos los $ de este tipo. 
Si tal sx no existe, tenemos una parada. 

Es obvio que el algoritmo “ávido” finaliza su trabajo al obtener un sub- 
conjunto de la familia /que sea máximo por inclusión. Sin embargo, dicho 
subconjunto puede tener en un peso no máximo. En efecto, si S = (a, 
b, c, d), w{a) = 4, w(b) = 3, wc) = 2, w(d) = 2, y.7= (a), ta, ct, 10, 
€, d), Lb, d) ), entonces, sirviéndonos del algoritmo “ávido”, obtendremos 
el subconjunto (a, e] cuyo peso es igual a 6, aunque el subconjunto de 
peso máximo es 10, a, d} y el peso de éste es igual a 7. Al mismo tiempo, 
si cambiamos los pesos, poniendo w(a) = 6, w(b) = 3, w(c) = 2, w(d) = 2, 
el algoritmo “ávido” nos ofrece de nuevo el subconjunto (a, c) de peso 
9, que esta vez ya es un subconjunto de peso máximo. 
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y w(s2) > w(s) para 
entonces tenemos 


El algoritmo “ávido” merece, Obviamente, su nombre. Tiene una cons- 
tante aspiración de incluir en un subconjunto de la familia ^el elemento 
de peso máximo posible, No lo hace sólo en el caso en que, al agregar 
tal elemento, el subconjunto se hace inadmisible, es decir, no pertenecerá 
añ 

Estudiemos la correlación existente entre la solución oblenida por el 
algoritmo “ávido” y la estructura de la familia 4 

Un par (S, 4 se Mama sistema de conjuntos, si partiendo de que A €% 
A' S A se deduce que A” € 7: Los elementos de la familia 7se denominan 
en este caso conjuntos independientes. 

Se puede comprobar que con ayuda del algoritmo “ávido” se puede 
hallar en un grafo ponderado el bosque de peso máximo, Al mismo tiempo, 
el algoritmo “ávido” no trabaja para el problema sobre una combinación 
de pares máxima para el grafo. En efecto, cl algoritmo “ávido”, aplicado 
a un grafo ponderado G: 


s o 4 s 
3 3 
E ETA 


daría la combinación de pares [(s1, s4), (52, 533), mientras que la combina- 
ción de pares máxima ponderada en G es lsn 33) (su 80). 

El análisis de los sistemas de conjuntos que son distintos por su natura- 
leza y origen, pero que poseen la propiedad de que el algoritmo “ávido” 
resuelve los correspondientes problemas combinatorios de la optimización 
nos conduce a la siguiente definición. 

Un sistema de conjuntos M = (S, 7) se denomina marroide, si el algorit- 
mo “ávido” resuelve correctamente cualquier problema combinatorio con- 
creto referente a la optimización para cl sistema M. 

Teorema 2. Sca M = (5, /) un sistema de conjuntos. Entonces son 
equivalentes las siguientes afirmaciones: 

1) M es un matroide; 

2) si Fi, REA donde |A 
sEF¿— Fi tal que FU fs) €E% 

3) si As y A2 son subconjuntos independientes, máximos por inclusión, 
del conjunto A, entonces |4,| = (Mal. 

Demostración. (1) = (2). Sea M un matroide, pero se supone que la afir- 
mación 2 del teorema no se cumple, es decir, existen dos subconjuntos in- 
dependientes Fi, Fa €% tales que |A] = p, (| =p + 1, y el subconjunto 
FU (s)] ¿4 cualquiera que sea s€ 13 — Fi. Supongamos que la función 
ponderat sobre el conjunto $ viene dada del modo siguien 


=p, y [Al =p+ 1, existe un elemento 


pt2, si seri 
ws) = {p+t, si seR-F 
0, si sfFUF: 
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Entonces, el conjunto independiente F; no es óptimo, es decir, no posee 
máximo. Efectivamente, w(F2) > (p + I) > p(p + 2) = w(F;). El algorit- 
mo “ávido” para este problema concreto empezará por la elección de todos 
los elementos del conjunto Fi, puesto que estos elementos son de peso må- 
ximo. A continuación, el algoritmo “ávido” no podrá aumentar el peso total, 
ya que para todos los elementos restantes s o bien FU (s) €35 si s € Fn 
o bien w(s) = 0. Por consiguiente, el algoritmo “ávido” da una solución 
no óptima de Fi, por lo cual M no es un matroide, lo que contradice nuestra 
suposición. Por lo tanto, la afirmación 2 se cumple y la implicación en 
consideración queda demostrada. 

(2) = (3). Supongamos que la afirmación 2 del teorema se cumple y 
sean Ay y A dos subconjuntos independientes, máximos por inclusión, del 
conjunto A S S. Admitamos que [41] < [42]. Rechacemos 42] < [41] - 1 
elementos del conjunto Az. Entonces, por ser el sistema cerrado respecto 
de la inclusión, obtendremos un subconjunto independiente A) S A tal que 
Va] = 141] + 1. En virtud de la afirmación 2 del teorema, existe un elemen- 
to s€ As — Ay tal que AU {5} €s. Por consiguiente, el subconjunto Ai 
no es un subconjunto independiente, máximo por inclusión, del conjunto 
A. La contradicción obtenida demuestra la implicación requerida. 

(3) = (1) Supongamos que tiene lugar la afirmación 3 del teorema, 
Mostremos que en este caso el algoritmo “ávido” resuelve el problema de 
la optimización combinatoria sobre el sistema de conjuntos M. Admitamos 
que esto no es asi, es decir, para cierto conjunto de pesos w(s), donde s € S, 
el algoritmo “ávido” lleva a un conjunto independiente P = (st, Sa ..., 
si), mientras que existe un conjunto 0% = (sí, sí, .. s/l tal que 
wE’) > w(F), Sin restringir la generalidad de los razonamientos podemos 
considerar que los elementos de los conjuntos F y F” están ordenados de 
tal modo que (5) > ws) >.-->w() y ws) > w(si) >... > 
> w(s). Podemos considerar evidentemente, que F” es un subconjunto in- 
dependiente, máximo por inclusión, del conjunto S. Según la construcción, 
el subconjunto Jes también subconjunto del conjunto S, máximo por in- 
clusión, Por cso, en virtud de la afirmación 3 del teorema, para A = $ 
obtenemos que į = j. Demostremos que para todos los m = l, 2, ... í 
se verifica la desigualdad 1w(sm) > w(s/) lo que contradirá la suposición 
de que w(/*) > w(F), con lo que quedará por terminada la demostración 
de nuestra implicación, 

Realicemos la demostración por inducción respecto de m. Para m = 1 
la afirmación es evidente. Supongamos ahora que w(sm) < w(S/) para cier- 
tom > 1, y que re(5p) > 1w(s7) para p = 1,2, ...... m— 1. Veamos un conjun- 
lo A = {$€ S: w(5) > w(5%)]. El conjunto (51, <- -s Sm-1) es subconjunto 
ndependiente, máximo por inclusión, del conjunto A, puesto que si fs, 
en mts 5) EZ y WAS) > 1185) > (Sm), entonces el algoritmo 
“ávido” debería elegir s, en lugar de sm, a título del siguiente elemento 
del conjunto 7%. Esto contradice la afirmación 3 del teorema, por cuanto 
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lsi, Si, <- n Sm} es otro subconjunto independiente del conjunto A de 
mayor potencia, Con esto termina la inducción y toda la demostración del 
teorema. 

En el teorema 2 se ha demostrado en realidad la equivalencia existente 
entre el concepto de matroide (introducido aquí) como sistema de conjun- 
tos sobre los cuales el algoritmo “ávido” da soluciones óptimas y otras 
definiciones de los matriodes que se consideran en el capítulo 8. En el på- 
rrafo 8,4 se aducirán diferentes ejemplos de los matroides, sobre los cuales 
el algoritmo “ávido” es siempre eficaz. 


6.4, OPTIMIZACIÓN EN LOS GRAFOS 


En los párrafos antecedentes de este capítulo ya se han examinado pro- 
blemas combinatorios cxtremales, relacionados con la optimización en los 
grafos (véase el problema del viajante de comercio). En el presente párrafo 
estudiaremos una serie más de problemas del mismo tipo. 

Al principio nos dedicaremos al estudio de los grafos orientados 
G = (X, T) que no tienen contornos. Imroduzcamos para ellos la noción 
de función ordinal. Así se denomina una función O(x;) definida sobre un 
conjunto de vértices X = {x;}, que toma valores de números enteros. En 
este caso, si xy € Mx), entonces Olx) > Ol). Dicho de otro modo, si cl 
vértice ay sigue tras el vértice a, entonces el valor de la función ordinal 
en el vértice x es superior a su valor en el vértice x. La magnitud O(w) 
se llamará nivel del vértice x. 

Las funciones ordinales para un grafo concreto G = (X, T’) pueden cons- 
truirse mediante métodos diferentes. Heaquíuno deéstos. Veamos lossubcon- 
juntos de los vértices No, Ni, . . .. N, definidos del modo siguiente: 


No = [ave u) = Øl; 
M = (xx E EN No; PU) E Nol; 


r-i 
N, = [xl (EN U Mik owe U Mal. 
zo szo 
Es fácil ver que los conjuntos No, Mi, +... Ao forman una partición X, 
y la función O, que toma el valor £ sobre el conjunto Mi (k = 0, 1, ..., 
r) es una función ordinal del grafo G. En la fig. 6.21 T(N) = O, está ex- 
puesto un grafo cuyo conjunto de vértices está partido en subconjuntos 
No, Ni, 2 Nes 

A la par con la función ordinal sobre el conjunto de vértices del grafo 
se define también una función numérica p. Por medio de esta función se 
determinan las características numéricas de los problemas, que han de ser 
optimizadas. Supongamos que (Xi, Xè, - . .. Xu) es un camino en el grafo 
G, es decin, Xi, Xè, -> a Xa E XIX EPAD G = 1,2... 1 — 1). Llamemos 
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Fig. 621 Pig 622 


valor de este camino a un número A = p(x) + p(x2) +... + e(%). 

A veces la función numérica y se define no sobre los vértices, sino sobre 
los arcos. En tal caso se llama valor del camino (Xi, Xz, » + +» Xn) a un número 
A E lar, N2) H par, 0) E n Mp Xade 

Muchos problemas de optimización tienen la siguiente formulación: 
ballar entre cierto conjunto de caminos P el mínimo (o cl máximo), es 
decir, un camino que posea el valor minimo (o cl máximo) de A. Como 
conjunto P podemos elegir, por ejemplo, el conjunto de todos los caminos 
hamiltonianos. En esta sección analizaremos el problema de hallar un 
camino mínimo y máximo entre todas los caminos que unen dos vértices 
fijos. 

Teorema 3 (de optimalidad). Supongamos que un cierto camino que 
une el vértice y de nivel m y el vértice x de nivel s, es mínimo (máximo). 
Entonces, su subcamino entre el vértice y de nivel k y el vértice y’ de nivel 
pms k< pss) es también mínimo (máximo). 

Demostración. Sea cl camino (A, 2 +. Y'a ++ X’) mínimo, Si 
su subcamino (); + . ., y”) no es mínimo, existe, entonces, otro camino de 
y a y’ de menor valor. Sustituyamos el subcamino anterior en el camino 
(X, +... Xx") por uno nuevo, y obtendremos, como resultado, el nuevo 
camino desde x hasta x” de menor valor, lo que lleva a una contradicción. 

El teorema alegado yace en la base del método para hallar los caminos 
mínimos en un grafo sin contornos, Este método fue propuesto por 
Bellman y obtuvo el nombre de método de programación dinámica. 

Expliquemos la esencia de este método con un ejemplo. Sea dado un 
grafo G = (X, U) (fig. 6.22); la función numérica viene dada en los arcos. 
Buscaremos el camino de M a A con el valor mínimo. 

La función ordinal O(x) adquiere los siguientes valores: 

O(M) = 0; O(D) = O(K) = l; OM = O(C) = 2; OA) = 3. 
Examinamos sucesivamente, à partir de A, todos los vértices del grafo en 
el orden de decrecimiento de su función ordinal y asignamos a todo vértice 


un número igual al valor mínimo del canino que separa dicho vértice de A. 
Para buscar los caminos minimos en los grafos que tienen contornos 
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existen también métodos diferentes. Puede ocurrir qu 
haya caminos máximos. 

Algoritmo de Ford. Supongamos que una función numérica / viene 
dada sobre los arcos del grafo G que no tiene contornos. Podemos con- 
siderar que / toma sólo valores positivos (de lo contrario, esto puede con- 
seguirse con facilidad agregando un número suficientemente grande a todos 
los Mx, ay). Se requiere hallar el camino mínimo que lleva desde xo hasta 
An, A todo vértice xi le asignaremos símbolos de acuerdo con el siguiente 
algoritmo: 

1) pongamos A; — co en cada vértice an salvo Ao - O; 

2) buscamos un arco (%, 9) tal que A = dy > Mx, 29) y sustituimos Ny 
por N + Han X) < A, procedemos de este modo hasta que se haga posible 
encontrar un arco que disminuya por lo menos un solo valor. 

Demostremos que el número An, hallado según la regla citada, será el 
valor del camino mínimo de xp a Xn (si An = œ, tal camino no existe). 

Se puede indicar un vértice xn tal que con ayuda del arco (Xp, xn) se 
haya disminuido el valor de A» por la última vez, y 

Aa dr + o, Xa) 


en tales grafos no 


Análogamente, existe un vértice x,, tal que 
A, = Mi + Mx, Xn) 


cie. La sucesión Am An Nn + cs estrictamente decreciente. Por con- 

siguiente, para cierto K obtenemos »,., = 0, es decin, Xr., = o. 
Demostremos que el itinerario (xo, X; a = a Xa) es minimo (su valor 

es igual a An). Tomemos un camino arbitrario que lleva de xo a xni (N 
+ Xn © eis Xu, Va). Son válidas las siguientes correlaciones 

Ar, — 0 $ Hao, Xo 


Al sumar término a término estas desigualdades, obtendremos 
Aa X (o, Xu) + Mos Xo) + oo + oa And 


lo que se trataba de demostr: 

Observemos que cl algoritmo de Ford puede emplearse para buscar el 
camino máximo en los grafos sin contornos. En este caso se debe poner 
A, = 0 para todos los vértices sin excepción alguna, y luego sustituir Ay por 
N =N + I(%, x) si Y >, hasta que se pueda aumentar A. 

Mencionemos, por fin, el algoritmo de Bellman—Kalaba, Este último 
emplea el llamado principio de optimalidad: “cualquier subcamino del 
camino mínimo es un camino mínimo entre los vértices correspondientes”, 

Sea un grafo orientado G = (X, U); |X] =n + 1. Numeremos todos 
los vértices de O hasta n. 
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Sea ly un valor que se le asigna al arco (x xj) (ly = ©, si (xa xX) $ 
1y=0, si i = j}. Buscaremos un camino (xo, Xi Xi, Xn) tal que el 
valor del camino lo, + la, +--- + lin sea mínimo. 

Examinemos el sistema de ecuaciones 


Yth =0, 1,2... 
j=0,1,2...% 


Entonces, las soluciones 1, de este sistema son valores de los caminos 
minimos de x a 0, 1, ..., 1 1 El hecho de que los valores de 
los caminos mínimos satisfacen el sistema mencionado se deduce del prin- 
cipio de optimalidad. La afirmación recíproca de que las soluciones del 
sistema son valores de los caminos óptimos se deducirá del algoritmo que 
se usa para hallar Y. 

Pongamos 


E A O 


Caleulamos sucesivamente: 
=mn +14 j= 0, 1, 2, 
sel 


Los cálculos se realizan hasta que se cumpla el sistema de igualdades 
UL pd at 


Del procedimiento que se usa para el cálculo se deduce que uf”? es el camino 


minimo del vértice x; al vértice xn entre todos los caminos que pasan no 
mås que por m arcos. Por consiguiente, para hallar la solución del sistema 
son suficientes n — 1 iteraciones 

Ha de notarse que el algoritmo de Bellman—Kalaba puede ser aplicado 
para la búsqueda del camino máximo en un grafo sin contornos. Para ello 
cs suficiente sólo sustituir en todas las corselaciones mín por máx y ponci 
ly igual a ~= eo, si el arco (%, 4) no se contiene cn el grafo. 


6.5, FLUJOS EN LAS REDES 

Al resolver los problemas extremales se emplea a menudo su interpreta- 
ción en términos de los flujos en las redes. Se denomina red a un grafo 
orientado conexo G = (X, U) con un conjunto de vértices X y un conjunto 
de arcos U, donde a todo arco (x,,x,) € U se le asigna una caracteristica 
numérica no negativa c(x, xy) que se llama capacidad de paso. En G se 
distinguen dos vértices fijos: $ y t; s se denomina entrada (también se cono» 
ce como fuente), í se denomina salida (también se llama, a veces, vertedero) 
y los restantes vértices son intermedios. 
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Se llama flujo estacionario de valor v desde s a £ de la red G = (X, 
U) = (X, T) a una función numérica f, definida en el conjunto de arcos 
U, que satisface las siguientes ecuaciones lineales y desigualdades: 


n xas; 
DIAN» E ws 0 x%sS t Mm 

ia seo =v, xat; 

0 < f(x y) < cix, y) para cualesquiera (x, y) € U. 2) 


Introduzcamos las siguientes designaciones con el fin de simplificar las 
notaciones de las correlaciones de flujo. 
Sean X, Y ciertos conjuntos; entonces, por (X, Y) se entenderá el con- 
junto de todos los pares (x, y); xEX, y € Y. 
Pongamos para cierta función g(x, y) y A(x): 
A gyk 


w i, Y) 
AX) = Eh). 
ax 


El problema del flujo máximo estacionario es el problema de maximiza- 
ción de la variable v que obedece a las restricciones de flujo (1) y (2). 

Se denomina corte L en la red (X, U), que separa los vértices $ y f, 
a un conjunto de arcos (Y, Y), donde Y EX, Y =X- Y, se Y 16 

El número c(Y, Y) lleva el nombre de capacidad de paso del corte (Y, Y). 

Señalemos que cualquier camino de s a f contiene al menos un arco 
del corte (Y, Y). Por eso, si de la red se excluyen los arcos de tal o cual 
corte, en la red nueva no quedará ningún camino de s a f, y el valor del 
flujo máximo por la citada red será igual a ccro, Se pone claro in- 
tuitivamente que el valor v de un flujo arbitrario f no sobrepasa la 
capacidad de paso de cualquier corte. Demostremos que esta afirmación 


|. Sea f un flujo de s a £ en la red (X, T) de valor v; supongamos 
que (Y, Y) es un corte que separa s de t. Entonces 


v=/1 Y-I, Y) <e, Y. 


Demostración. Ree 
compacta: 


ribamos las relaciones (1) en una forma más 


SO X) ~ AX, s) = v; 
JN. X) AA 0x0 
MX AR 


Sumemos término a término aquellas de cstas relaciones que se refieren 
a x€ Y. Teniendo en cuenta que s€ Y, y 1€ Y, obtenemos 


= 1% O) - KA, Y; 
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dig 6.21 
haciendo uso de la relación X = YU Y, obtenemos 
v=f(Y YUY) - AYUY, Y) 
SILNY N-A N-A 
= 1%, Y-Y, Y). 


Resta por observar que /(Y, Y) > 0; AAY. Y) < e(%, Y), con lo que queda 
demostrado el lema. 

El corte de capacidad de paso mínima (el cual siempre existe, puesto 
que el conjunto de todos los cortes es finito) se denomina minimo. De lo 
demostrado más arriba se deduce que la intensidad del flujo máximo no 
sobrepasa la capacidad de paso del coste mínimo. 

Veamos la red expuesta en la fig. 6.23, donde el primer número en el 
arco es igual a su capacidad de paso mientras que el segundo número, al 
valor de la función v. Entonces, (Xa, Xu) y (Xi, X1), donde Xo = (5, Xi, 
Xas X3) y Xi = [5, x1), son cortes mínimos de la red con una capacidad 
de paso igual a 4. Observemos, además, que en dicha red fluye el flujo 
máximo cuya magnitud es también igual a 4. 

El siguiente teorema sobre el Mujo máximo y el corte mínimo es cl 
resultado principal referente al flujo estacionario máximo en la red. 

Teorema 1. En cualquier red el valor máximo de un flujo de s a 1 es 
igual a la capacidad de paso mínima del corte que separa s de f. 

Demostración, Del lema 1 se deduce que resulta suficiente comprobar 
la existencia del flujo / y del corte (Y, Y), para los cuales el valor del flujo 
y la capacidad de paso del corte son iguales. En este caso el flujo será 
máximo y el corte, mínimo. 

“Tomemos el flujo máximo f (tal flujo existe, evidentemente, aunque 
pueden haber varios de ellos) y definamos de una manera recurrente algún 
corte: 

a) se Y 

b) Si x€ Y, y f(x, y) < clx, y), entonces y € Y; si x€ Y, y fO, x) > 0, 
entonces y€ Y. a 

Demostremos que el conjunto obtenido (Y, Y) es un corte en Ja red 
G = (X, U). Para ello basta demostrar que 1€ Y. 

Supongamos que esto no es asi. Entonces, de la definición del conjunto 
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Y 


i 


Y se desprende que existe un camino de $ a f (S, Xi, Xz, Xa, t) que 


posee la propiedad de que para todos los arcos (xX, X:+ 1) del camino citado 
tiene lugar o bien 


SOn 141) < eln Xira), 6) 

o bien 
Saen xi) > 0. (4) 
Sea cı el mínimo de la diferencia « — f, calculada en aquellos arcos 


del camino (5, Xis « - „Xa, £), para los cuales se verifica la desigualdad (3), 
y sea £z el mínimo de f en todos los arcos inversos, en los que se verifica 
la desigualdad (4). Pongamos  = min(er, ez) > 0. Modifiquemos ahora 
el flujo f del modo siguiente: aumentemos f en la magnitud e cn los arcos 
del camino (s, Xi, - . -, Xu 1), sobre los cuales se verifican las desigualdades 
(3) y disminuyamos fen la magnitud e en los arcos inversos, sobre los cuales 
se verifica (4). Una función, definida de este modo, será, evidentemente, 
el flujo en la red de s a 1, cuyo valor es igual a v + c. Mas, esto contradice 
Ja suposición de que el flujo / es máximo. Por consiguiente, 1 € Y, y el 
conjunto (Y, Y) es el corte que separa s de f. 
De la definición de Y se deduce: 


Sa, 2) = clx, 2) para (x, 2) (Y Y; 
A x) =0 para (£, x) E (F YN. 


Por consiguiente, 
wAY. Y) -NY Y) = eY, Y) 


El teorema está demostrado. 

Del lema demostrado 1 y del teorema 4 pueden deducirse algunos 
corolarios. 

Diremos que cierto itinerario de s a f aumenta el flujo /, si para cada 
arco U o bien (U) < c(U), o bien f> 0 en el arco inverso de U. 

Corolario 1.-El flujo / es máximo, cuando y sólo cuando no existe 
ningún itinerario que aumente el flujo f. 

El arco (x, y) se llamará saturado de flujo f, si f(x, y) = c(x, y), y libre 
del flujo, si f(x, y) = 0. 

Corotario 2. Un corte (Y, Y) es mínimo, si y sólo si cada flujo máximo 
Ssatura todos los arcos del corte (Y, Y) y deja libres todos los arcos pertene- 
cientes a (Y, Y). 1- 

El siguiente Icorema demucstra que el corte mínimo (Y, Y) construido 
en el teorema 4 no depende, en realidad, de cómo se elige el fujo máximo f. 

Teorema 5. Supongamos que (Z, Z) es un corte mínimo arbitrario; f, 
cierto flujo máximo y (Y, Y), un corte construido por el flujo f en el 
teorema 4. Entonces 


YSZ. 
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Demostración. Sca Y $Z; entonces YeZC Y. Demostremos la 
siguiente afirmación: (YNZ, YZ) es también un corte mínimo. Para la 
demostración hagamos uso del corolario 2. Sca x € YNZ, y £€ YAZ . Por 
consiguiente, x€ Y; x€ Z; x€ ZUY, y, por tanto, (x, £) pertenece por lo 
menos a uno de los cortes: o bien a (Y, Y), o bien a (Z, Z) y entonces, 
de acuerdo con el corolario 2, cl flujo máximo satura el arco (x, £). 
Análogamente se puede demostrar que el flujo máximo arbitrario f deja 
libre el arco (& x). Por consiguiente, (YNZ, YAZ) es un corte mínimo. 

Supongamos que cl vértice x € Y, y x¢ YNZ. Entonces, x % s, y existe 
un camino de $ a x, digamos, (S = Xi, X2, Xa = x) tal que cada uno 
de sus arcos o bien está saturado de flujo /, o bien el arco inverso no es 
libre del flujo. Por cuanto s€ YNZ, y x€ YAZ, se encontrará un par (xn 
Xi+1), en el que € YNZ y xi+1 € YNZ. Demostrado el hecho de que 
(YNZ, YNZ) es el corte mínimo, podemos concluir, de acuerdo con el 
corolario 2, que todos los arcos rectos de él están saturados de flujo f, 
y todos los arcos inversos de él son libres del flujo /. Hemos legado, pues, 
a una contradicción y, por lo tanto, Y S Z. El teorema está demostrado. 

Varias entradas y salidas. Supongamos que el conjunto de vértices x 
de la red (X, U) está partido en tres conjuntos: 

S es un conjunto de entradas, 

T, un conjunto de salidas, 

R, un conjunto «de vértices interme 

Por flujó de S a Tse entiende una fonción mun 
en U y satisface las condiciones: 

SOX) AX, x) 

KS. X) = AX. 

IT XX) KA, T) 
0 < fix, y) < cla y). 

Ensanchemos la red (X, U), agregando dos vértices s* y (* y todos los 
arcos (s% S) y (T; £*). Obtendremos una nueva red (X5 U*). Definamos 
adicionalmente la función de la capacidad de paso c en U*, poniendo 

CASA x)= 00; x ES; 
Ce 15) = 00 xE T; 


ica S que está definida 


0 xER; 


-o 


crix, y) = elx y) (a y) EU 


Es fácil ver que el estrechamiento f de cualquier fujo /* de s* a 1* en 
la red (X3 U*) representa el flujo de S a Ten la red (X, Y). Y viceversa, 
cualquier flujo f de S a T en la red (X, U) continúa como el fujo /* de 
s* a t*en la red (X3, U*): 

SU) = fon DX, N ES 

SS 00 K XET 
SF y) = f(x% y) en todos los demás casos. 
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Por consiguiente, el problema del fiujo máximo de S a T en la red (X, 
U) es equivalente al del flujo máximo en una red ensanchada con una en- 
trada y una salida. 

Método de marcación para resolver problemas del flujo máximo, Ex- 
isten varios algoritmos para hallar el flujo máximo. No obstante, en la base 
de la mayoría de ellos yace el llamado “metodo de marcación”. Apoyán- 
donos en la demostración del teorema 1 y de sus corolarios, damos a con- 
ocer este método eficaz de construcción del flujo máximo y del corte 
minimo. 

Para asegurar la terminación del proceso, convengamos en considerar 

que Ja función de la capacidad de paso c toma sólo valores de números 
enteros. En la práctica esto no es una restricción sustancial, puesto que 
las capacidades de paso racionales pueden reducirse a los números enteros 
a cuenta del cambio de la escala. 
Sca dado un flujo f de números enteros en la red (X, U). (En el instante 
inicial el flujo f puede ser nulo). Asignemos a los vértices de la red dada 
unas marcas que pueden tener la forma (x*, £) ó (x7, £), donde x€ X, 
y € es un número natural, o bien co. Al realizarse la operación A, pueden 
ser posibles tres estados de un vértice: a) el vértice no está marcado; b) 
el vértice está marcado, pero no observado; c) el vértice está marcado y 
observado. 

Operación A (marcación). La entrada $ recibe la marca (— 00), es decir, 
€(S) = co, Ahora la entrada está marcada, pero no observada, mientras 
que todos los demás vértices no están marcados. En general, clijamos cual- 
quier vertice x que está marcado, pero no observado. Supongamos que tiene 
la marca (z+, ¿(x)). Entonces, a todos los vértices y, que no están mar- 
cados y para los cuales f(x, y) < c(x, y), les asignamos la marca (x*, cW)), 


dond 
siitia c0) = minet), etx, y) -A y) 


Ahora los vértices y están marcados, pero no observados. A los vértices 
que después de esto quedan no marcados, pero para los cuales J(x, ») > 0, 
les asignamos la marca (x7, £(»)), donde 


£0) = minfeto), Js yl. 


Tales vértices y están ahora marcados y no observados, y el vértice x 
está marcado y observado. Esta operación se repite hasta que resulte mar- 
ada la salida £, o bien hasta que no sea posible marcar ningún vértice, 
mientras que la salida quede no marcada. En el último caso el proceso 
de construcción de f se considera terminado. En el primer caso pasamos 
a la operación B. 

Operación B (cambio del flujo). Supongamos que la salida £ tiene la 
marca (y*, elf); entonces f(y, 1) se sustituye por fW, £) + elt); en cambio, 
si 1 está marcado con (y~, £(0), entonces f(t, y) se sustituye por f(£ 
y) — e(t). Luego, en cualquiera de cstos casos pasamos al vértice y. En 
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Fig.6.24. 


general, si y tiene la marca (x*, s()), entonces f(x, y) se sustituye por 
Sx y) E elt), y si el vértice y está marcado con (x , £0), entonces f(y, 
x) se sustituye por f(x, y) — (1), después de lo I se pasa al vértice x. 
Conseguida la entrada s, el cambio del flujo se da por terminado. Se borran 
todas las marcas y de nuevo se pasa a la operación A para el nuevo aumento 
del flujo. 

En cl proceso de marcación, si pasamos de la operación A a la B, esto 
quiere decir que hemos encontrado el camino de s a f, que aumenta el 
flujo f. En cambio, si la operación A está terminada, mientras que la salida, 
no marcada, entonces el flujo fue máximo y el conjunto de arcos que unen 
los vértices marcados con los no marcados, forman el corte mínimo. 

Veamos ahora un ejemplo que ilustra la aplicación del método de mar- 
cación para resolver los problemas de flujo máximo. Sea una red expuesta 
en Ja fig. 6.24 con li entrada s y la s de paso de 
los arcos vienen indicadas también cu dicha figura. Se requiere hallar el 
flujo máximo de sa 4. 

Operación A, Asignemos al vértice s una marca (— 00), 

El conjunto de vértices [xy ly€D(s), A(s, x) < els x9),) x7 no está 
marcado) es (xi, x3), al vértice xy se le asigna la marca (s*; mín(oo, 
14-0)), os decir, (s* , 14); al vértice xy se le asigna la marca (s*; mín(co, 
23-0)). es decir, (s*, 23). 

El conjunto (xylaj € F~ (5), f(x s) > 0, x no están marcados) es vacío. 
Así pues, el vértice s está marcado y observado; los vértices xı y Xy están 
marcados y no observados, y todos los demás vértices, no marcados. 

Observemos ahora el vértice xı {x;lx € TO), JOa, xj) < ci, X), xy no 
está marcado) = {x2}, para xz de marca sirve (xih min (14, 10-0)) = (xi 
10). Lyby EP" '(x1), Ax x1) > 0, xy no está marcada ] = Ø. Ahora los 
vértices s y xı están marcados y observados, mientras que los x2 y xy, mar- 
cados, pero no observados. 

Al tomar para la observación el vértice xz, obtenemos la: 
cas: (x2; 10) para xs y ((x2; 10), para x7. 

Al tomar para la observación xy, llegamos a que no se puede poner 
ninguna marca. Al continuar la observación desde el vértice x4, obten- 
dremos las siguientes marcas: (x2; 10) para xs, (xd 4) para xs y (é 4), 
para t 

Operación B. Aquí obtenemos: 


guientes mar- 


Ef, 0)=0+4=4; 


Xei 
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(5%, 14) (xi. 10) (3.10) 
x 104 18 žy 


e. e w L poy 
Fig.6.25. (8,23) 1% ,10) 1x4. 4) 


Ss, x)=044=4 Ex Sa x)=0+4 
2)=0+4=4, x= xi; 

La forma del flujo al final de la operación B y las marcas de los vértices 
antes de que ellas quedan borradas se muestran en la fig. 6.25, donde el 
primer número en el arco indica la capacidad de paso, y el segundo, el 
valor de la función f. 

Borrando las marcas de los vértices y volviendo a la operación A para 
Ja segunda pasada, obtendremos nuevas marcas de los vértices (los vértices 
marcados, pero no observados, los observaremos eu el orden de crecimiento 
de sus números ordinales). 

Operación A. La marca para s será (—, œ); para xi, (s*, 10), y para 
xs, (5*, 23; ahora el vértice s está marcado y observado. La marca para 
xo será e 6) y el vértice xı queda marcado y observado, La marca para 
xa será (x2, 6) y para xz, (xí, 6). Ahora el vértice az está marcado y obser- 
vado, igual que el vértice as, La marca para xs será (x4, 6) y el vértice xa 
se hace marcado y observado. La marca xo será (x$, 6) , después de 
lo cual el vértice xs será marcado y observado. Por último, la marca para 
t será (xd, 6). 


Operación B, El nuevo flujo ha aumentado del modo siguiente: 
SO 1)=44+6=<10, fs, x0)=0+6=6; fa, x5)=04+6= 
SW, xs) =44+6=10; fa, x0)=446=10; As, 1x1) =4+6= 10, 


Todos los demás valores de la función / quedan los mismos. La forma nueva 
del flujo y las marcas de los vértices se muestran en la fig. 6.26. 
Continuando el proceso, obtenemos tras cada paso del algoritmo, los 
Mujos y tas marcas que se muestran sucesivamente en las figs. 6,276.29. 
El algoritmo finaliza su trabajo cuando ningún vértice puede ser mar- 
cado, como tampoco la salida r; las marcas “finales” se muestran eo la 
fig. 6.30. El flujo expuesto en la fig. 6.30 es, por eso, el máximo del valor 
29, mientras que el correspondiente corte mínimo en este dibujo está 
representado con una punteada. 
Ejercicios. 
1. Hållesc, empleando el metodo de marcación, el flujo máximo de la entrada s a la 
salida £ en las redes expuestas en las figs 631 a y 63th. Ji a los arcos en la fig, 6.31 
se indican las capacidades de paso y los valores corrientes de la función del fujo J. 


ha A 
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(S *,29) (x5, 23) 6.1) Fig. 627, 


etx; 107 ` 


Fig.6.29. 


f- =) S 


h De X% A | k 
Fig.6.30. 15,4) (5,9) 


2, Hállese el corte mínimo que separa la entrada s de la salida / para las redes del ejercicio 
1, ¿Saturará el flujo máximo todos los arcos de este corte? 

3. Enúnciense las condiciones, bajo las cuales en una red arbitraria existe un camino, 
que aumenta el flujo, de la entrada s a la salida /, que sea compuesto integramente de arcos 
inversos (arcos rectos). 

Del algoritmo de marcación se deduce que si el Mujo original era de 
números enteros (es decir, f(u) representaba números enteros para cualquier 
u € U), entonces todos los flujos que siguen después de los aumentos 
resultarán ser de números enteros. Por consiguiente, es lícito el 

Teorema 6. Si la función de la capacidad de paso c es de números 
enteros, existe un flujo máximo que también es de números enteros. 

Restricciones inferiores de los flujos de arco. En la definición de flujo, 
en lugar de Ja desigualdad (2) podemos hacer 


dx, y) </ y) Se y) (5) 


donde /(x, y) es una función real definida sobre los arcos del conjunto U, 
y 0< I(x, y) S e, y) 

El proceso de marcación se extiende inmediatamente a este caso con 
algunas variaciones insignificantes. Siendo vigentes las restricciones (5), se 
demuestra con facilidad el análogo del teorema básico 4. 

Teorema 7. Si existe una función f que satisface, para cierto v, las 
desigualdades (5) y ecuaciones (1), entonces el valor máximo del flujo de 
s a I es igual al mínimo de la diferencia c(Y, Y) — 1(Y, Y) tomado en todos 
los cortes (Y, Y) de la red. 

Más abajo se demostrarán los teoremas que proporcionan las condi- 


Fig.6.31 


ciones necesarias y suficientes para la existencia de los flujos en las redes, 
las cuales satisfacen diferentes desigualdades lineales. 

Teorema de demanda y oferta. Sea G = (X, U) una red arbitraria con 
la capacidad de paso c = c(x, y), donde (x, y) € U, y X está partido en 
tres conjuntos: X = SURUT S son las entradas, R son los vértices in- 
termedios, T son las salidas. A todo vértice x € S se le asigna un número 
a(x), y a cada vértice y € T se le asigna cl número b(y); a(x) > 0, x€S; 
B(») > 0, y € T. El número a(x) puede entenderse como oferta de la mer- 
cancía en la entrada x; b(y), como la demanda de la mercancia en la salida 
y. Surge el siguiente problema: ¿cuáles son las condiciones necesarias y 
suficientes, bajo las cuales la demanda en las salidas puede ser satisfecha 
por la oferta en las entradas? En el lenguaje algebraico esto puede ex- 
presarse así: 


SO -NX X A); x ES; 
SA XI AN) = 0; xE R; 
IX, x) = x, XN bN x ET (6) 
O <S, y) S cx Y) 


“Teorema 8. Las restricciones (6), donde a(x) > 0 y b(x) > 0 son ad- 
misibles cuando y sólo cuando para'cada subconjunto Y S X: 


WATAY) - SNY) < ax Y. m 
Demostración. Demostremos al principio la necesidad de la desigualdad 
(7). Supongamos que cxiste un flujo f que satisface las condiciones (6). 
Al sumar estas desigualdades respecto de todos los vértices x€ Y, 
obtenemos una desigualdad 
WTA Ý) -ASONSAX P) -AT X). ® 
X = YUY, por lo cual (8) puede ser transformada: 
ATA) - SAYSAY. V) -AF Y) 
Haciendo uso del resultado del lema 1, demostramos la necesidad de la 
condición 7. 
Demostremos ahora la suficiencia de la condición (7). Hagamos en- 
sanchar la red G = (X, U), uniendo la entrada ficticia s, la salida £ y los 


arcos ($, $) y (T, 1). Obtendremos una red nueva X°, U”). La función que 
caracteriza la capacidad de puso sobre U” la definimos según las fórmulas; 


e) = a; ES; 
(x=) 1€T 
y) = Ax y EU 
La validez de la desigualdad (7) significa que el corte (7; 1) en la red (X°, 
U’ Jes minimo. Demostrémoslo. Sea (Y°), Y*) un corte arbitrario que separa 
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s de f. Pongamos Y= Y N s, X = X° N 1, entonces 
eY, Y) - eT, D = eY, + els + 
+e, Y- eT, N) = TAY) + aS nY) + eY, Y) - bT) = 
= -b(TN Ý) + (SNY) + cY, Y). 

Aplicando el teorema de flujo máximo y corte minimo, llegamos a que 
el cumplimiento de la condición (7) tiene por resultado la existencia del 
flujo f de s a £ en la red (X°, U’) que satura todos los arcos del corte 
(T, 1). En tal caso el flujo / que representa un estrechamiento del Mujo 
S en la red (X, U) satisface las condiciones (6), puesto que 

ARSS OSA X RX): ES; 

b = f N = SAO y XA, x) SO Xx ET 
El teorema está demostrado, 

Teorema de circulación. Demostremos un teorema más, en el cual se 
trata de la existencia de las circulaciones, es decir, de los flujos que están 
privados de entradas y salidas y que están limitados en los arcos por las 
fronteras superiores e inferiores prefijadas. 

Supongamos que para la red (X, U) están prefijadas / y c, es decir, 
Jas funciones de frontera inferior y superior, respectivamente, cn U. La cir- 
culación admisible en la red (X, Y) es /, que está definida sobre U y que 
satisface las condiciones: 

MSX) AX, x) = 0; xe X; 9 
0 < x, y) SS Y) S ex y); (x y) EU (10) 

Teorema 9. Para que las restricciones (9) y (10) sean admisibles, es nece- 

sario y suficiente que para cualquier Y € X se cumpla la desigualdad 
c0, T) > Y, N. 

Demostración. Hagamos ensanchar ta red (X, U) añadiendo dos vértices” , 
S y f, y un conjunto de arcos (s, X) y (X, f). En la nueva red (X$ U*) 
definamos una función que tiene una capacidad de paso según las 
fórmulas: 

etlx, y) = el y) — MA Y) (o Y) E Us 
eris, x) = HX, EX 
cti, 1) = MY xex. 

Si en la red (X, U) existe una circulación admisible /, entonces ésta 

engendra el flujo f* de s a £ en la red (X3 U*) 


Sr y) = So y) = SS 
SiS, x) = X, x) EX 
SO N) = x A EX 
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Al contrario, si en la red (X% U*) existe un fujo J*(x, y), entonces 
en la red (X, U) puede determinarse la circulación f(x, y) al poner: 


1% Y) =f y) + 1% y) para (x, y) eU 


Se comprucba con facilidad el cumplimiento de las relaciones (9) y (10). 

Así pues, el problema se ha reducido a la cuestión sobre la existencia 
del flujo de s a (en la red (X 3 U*) de valor IX, X). La condición necesaria 
y suficiente para la existencia del flujo citado de s a £ de valor ((X, X) 
consiste en que las capacidades de paso de todos los cortes sean no menos 
de AX, X). 

Sea (Y, F°) un corte que separa s de £ en la red (X5 U*). Definamos 
el conjunto Y S X del modo siguiente: 


Ya Fix ys 


Na 
Entonces: 
eys 


eYUS, YUN) = cY, Y) + e*ls, rc X= 
=Y, D -Y DAMA Y) +Y, X = A Y) + 
+F Y +Y, X = eY, Y + NX, X) -F Y) 


Por consiguiente, c*(Y% Y*) > KX, X) cuando y sólo cuando 
eY. Y) >KY Y. 


Con ello queda demostrado el teorema. 

Por último demostremos el análogo del teorema de König (véase $ 4.1), 
ilustrando de este modo su concxión con el teorema sobre el Flujo máximo 
y el corte mínimo, 

Sca G = G(SUT, U) un grafo bipartido arbitrario sobre un conjunto 
de vértices SU T con un conjunto de arcos U, cuyos arcos están todos orien- 
tados de S en T. Se denomina combinación de pares en el grafo G un sub- 
conjunto £ de aristas, de las cuales ningún par tiene vértices comunes. Un 
conjunto de vértices se denomina (S, 7)-separador, si la eliminación en el 
grafo de los citados vértices junto con los arcos incidentes con ellos rompe 
todos los caminos que van desde los vértices del conjunto $ a los vértices 
del conjunto T: 

Teorema 10. Sea G = G(SUT, U) un grafo bipartido. Entonces, el 
númcro máximo de arcos de la combinación de pares en el grafo G es igual 
al número minimo de vértices en el conjunto (S, T)separador. 

Demostración. Sumtemos al grafo en consideración G dos vértices s y 
£, y también los arcos (s, S) y (7; 1), y para todos los x € S e y € T definamos 
las capacidades de paso de los arcos del grafo: 

(Ss x)= 1 xs; 
cx O) =1xeT 0) 
cix y) = œ; (x y)€ U. 
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Sca f un flujo máximo arbitrario de s a f que se mide en números 
enteros, y sea (Y, Y) cierto corte minimo que separa s de £. Teniendo presente 
(11), concluimos que los arcos del conjunto 7 = [(x, y) € U; f(x. y) = 11 
no tienen vértices comunes de dos en dos. El conjunto 
D = (SA YJU(TA Y) es (S, T)-scparador, con la particularidad de que D 
se encuentra en una correspondencia biunivoca con los arcos del corte mini- 
mo (Y, Y). Al hacer uso del tcorema sobre el flujo máximo y el corte mini- 
mo; llegamos a que si v-es el valor del flujo máximo /, entonces 
V| = |D] = v. Por otra parte, el número máximo de arcos del grafo G que 
no tienen vértices comunes «de dos en dos no es, obviamente, superior al 
número mínimo de vértices en cualquier conjunto (S, 7)-separador. El te- 
orema está demostrado. 5 

A las relaciones existentes entre el teorema sobre el Mujo máximo y el 
corte mínimo y otros problemas combinatorios extremales volveremos una 
vez más en el $ 8.1. 

El dominio de los problemas extremales de carácter discreto es enorme, 
Los esfuerzos de muchos matemáticos están dirigidos a resolverlos, Han 
sido elaborados algoritmos para la resolución de algunas clases de pro- 
blemas. No obstante, no existe todavía una teoría íntegra y única en dicho 
dominio. 


205 


CAPÍTULO 7 MÉTODOS PROBABILÍSTICOS 
EN EL ANÁLISIS COMBINATORIO 


7.1. EJEMPLOS DE APLICACIÓN DE LOS MÉTODOS 
PROBABILÍSTICOS 


En el $ 2.4 se han estudiado las aplicaciones del aparato combinatorio 
de funciones generatrices a los problemas de la teoría de Jas probabilidades 
(para un conocimiento más detallado de esta última se recomienda el libro 
182)). En el presente capitulo cl planteamiento del problema será inverso, 
Daremos a conocer un método (o, incluso, un grupo de métodos) de resolu- 
ción de los problemas combinatorios por medios de carácter probabilístico. 
La esencia del método consiste en que los objetos combinatorios que se 
investigan se interpretan como sucesos cn cierto espacio probabilístico 
discreto. Se demuestra que en este espacio la probabilidad de que un objeto, 
poseedor de las propiedades dadas, se realice es positiva, De este modo 
se demuestra la existencia de tal objeto, aunque dicho objeto no se cons- 
truye explicitamente. El método no es perfecto por su carácter no construc- 
tivo, sin embargo, cn muchos problemas combinatorios resulta suficiente 
establecer el propio hecho de existencia de un objeto. El método que se 
describe emplea el aparato desarrollado de la teoría de las probabilidades, 
lo que permite simplificar razonamientos engorrosos. 

Expliquemos la esencia del método con ejemplos concretos, 

Estimaciones de los números de Ramsey. Enunciemos el teorema de 
Ramsey del párrafo 3,3 p icular en que => 2 
quedo k 

Teorema 1. Existe un número natural mínimo n = R(k) tal que para 
cualquier coloración en dos colores de las aristas de un grafo no orientado 
completo de n vértices se encontrará un subgrafo completo de k vértices, 
cuyas aristas están coloreadas de un mismo color. 

Demostremos por el método probabilístico la estimación inferior para 
los números de Ramsey R(X). 

Teorema 2. 


RU) > k-22. (iz + ow) para k= o. 


Demostración. Analicemos un grafo completo con un conjunto de vér- 
tices X, donde |X] = n. A titulo de espacio probabilístico elijamos el con- 
junto de todas las coloraciones de sus aristas en 2 colores: rojo y azul. 
“Todas Jas coloraciones son equiprobables, es decir, cada arista se colorea, 
independientemente de las otras, de color rojo con una probabilidad igual 
a 1/2, y de color azul, con una probabilidad de 1/2. Examinemos un k- 
subconjunto Y S X. La probabilidad de que todas las aristas del subgrafo 
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e 
generado por Y estén coloreadas de rojo será igual a 27 (4). Para el color 
azul esta probabilidad es la misma. Por eso, la probabilidad de que el sub- 


conjunto dado de los vértices Y genere un subgrafo monocromático es igual 
ñ 


ás (e 
220-202 conjunto Y puede ser elegido por e métodos. 
Por eso, la probabilidad de la existencia del k-subconjunto Y, que genera 


me 
3 ri n bs dl 
un subgrafo monocromático no es superior a ke -2 ` WY, Por consíguien- 


x 
5 
te, si los números n y k son de tal género que T 2 © < 1, entonces 
k 
1- 
el suceso se realiza con la probabilidad positiva p = 1- (4)-2 6), 
cuando ningún subgrafo generado de k vértices es monocromático. En vir- 
tud de la finitud del conjunto de coloraciones esto quiere decir que existe 
una coloración, para la cual no existen subgrafos completos monocromáti- 


QEN 
cos de k vértices. Así pues, de Ò <27! so deduce: n < R(K). Por 
consiguiente, 
po Ss q. 


Haciendo uso del desarrollo de Stirling 41 = 4%" t-r «(1 + 0(1)) para 
k= œ, obtendremos 


a) 
RK >k! wA) >r 


pnn ia 
RIK) > (e NIk 02 y arm KR a a o0 
lo que se requería demostrar 
Propiedad 2 (véase la definición en el $ 1.5). Designemos con m(k) 
el número mínimo de miembros en el sistema de k-subconjuntos que no 
poseen la propiedad “2. Es fácil ver que el sistema de todos los k- 
subconjuntos del (2£ — 1)-conjunto no posee la propiedad +4, por lo cual 


mik) < og cd 


k 


La estimación de debajo para m(k) la obtendremos por cl método de los 
primeros momentos. 
Teorema 3. 
mí) > 250, 


Demostración. Veamos un conjunto V y un sistema A = (Si, Sz,- 
Sm ) de sus k-subconjuntos que no posee la propiedad 3, donde m = m(k). 
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Sea C=(V,, V2) una partición del conjunto Y, es decir, V = V,UV,, 
YIN V = Ø. Pongamos 


fi si SS Va 
HO = Te si Y Va 
donde i= 1, 3 j= 1, 2... m. Entonces 
4 


O= E ENO 
PA 


es el número de miembros del sistema A que están integramente contenidos 
en una de las partes de la partición C 

Sea ahora Ç una partición accidental, donde cada elemento del conjun: 
to V pertenece con la probabilidad 1/2, independientemente de los otros 
elementos, a la primera parte de la partición, y con la misma probabilidad 
1/2, a la segunda parte Entonces, cuando / = 1, 2 para cualquier subcom 
junto $; de k elementos, tenemos: 


MIKO) = PUNO) = 1) =27*. 
Calculemos la esperanza matemática R(C): 
MBIC) = pa È MMO = 2 De Ema, 
Si 


Por cuanto A no posce ta propiedad .2, entonces £(C) > 1 para cualquier 
partición C y, por lo tanto, 

MBO) > 
Así pues, m-2'7* > 1, lo que se trataba de demostrar. 

Problema sobre la cantidad máxima de números cuyas sumas son todas 
Designemos con g(x) la cantidad máxima K de números natura- 
ax, no superiores a n, cuyas sumas X; a; son todas diferentes 

ia 


diferentes SS {1}, - 


pari k}. Está claro que los números 1, 2, 4.. 
2-1! satisfacen esta condi 


ión cuando k < 1 + logan, por lo cual 
201) > 1 + (logan). 
Por otia parte, cualquiera de las sumas no sobrepasa Kn. Si k = g(r), se 
tienen en total 2*™ sumas diferentes y todas ellas están encerradas entre 
O y ng»), de donde 2%" < ng(m). Por consiguiente 
gr) < logan + log g(1) < loga” + log2(logz 11 + logi 2(1)) = 
= logan + loga (l0g2 1) + 0(1). 
Esta estimación superior puede ser mejorada, si hacemos uso del método 


teórico-probabilístico de los segundos momentos. 
“Teorema 4. 


801) < logan + 3 logaloga n) + 00) para n= o. 
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Demostración. Supongamos que los números a, . ..., az satisfacen las 


condiciones del problema. Examinemos una magnitud aleatoria ¿ = Y) a;, 
i 


donde $ es un subconjunto elegido al azar del conjunto (1, ..., k). Cada 
uno de los elementos de dicho conjunto integra S indepen 
los otros elementos con una probabilidad igual a 1/2. Por eso, 


: Ñ 
Me= D, PlieSpast Ya. 


an] en 


Cada par de elementos {i j}, donde L < į < j < k, integra el subconjunto 
S con la probabilidad igual a 1/4. Por eso, 


A 
me =D) a) = DY Priestad+ J} PU JES)-200)= 


1 P) 
Y ms} Dar (Da) 


x 
Di = MP - (MEN = 3 Na 
a 


Emplearemos la desigualdad de Chébishev (a > 0): 


Ñ 
E E ke 
Pilg- ME <ol> 1- PE ras tn. 


ta 


Por cuanto todas las sumas 3) a, son distintas, el número de subconjuntos 


3 
SS (1, . +. k), que satisfacen la condición | Y) a — m:| < a, no sobre- 
i 


pasa 2o. Por consiguiente, 
RT 
pil- Mèl < o) < z: (3) 


kn? 


1- 
4o? 


<a2'-t 


Al poner a = nVŘ, obtenemos que i -2* < nvK, de donde encontramos: 
k < logan + z log: (logz n) + 0(1) para n — œ, 
lo que se requeria demostrar. 
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7.2. PROBLEMAS DE PLANIFICACIÓN DEL EXPERIMENTO 


Examinemos el siguiente modelo matemático del problema de ex- 
perimentos de rechazo. En un conjunto X = fxi, . . „ Xa), compuesto de 
n elementos, hay que hallar s elementos fijos, desconocidos de antemano 
(llamémoslos defectuosos). Concretamente estos pueden ser los problemas 
siguientes: búsqueda de las monedas falsas, determinación de los defectos 
en un televisor, comprobación de un cable telefónico por medio de un tester, 
localización de un hombre enfermo en un numeroso grupo de gente con 
ayuda del análisis de la sangre, ete. 

Los experimentos se llevan a cabo del modo siguiente. Se toma cierto 
subconjunto Y € X. Como resultado de las prucbas (test) obtenemos una 
información que se interpreta según el planteamiento del problema. Por 
ejemplo, podemos determinar si pertenece al conjunto Y por lo menos uno 
de los s elementos defectuosos o bien cuántos, precisamente, elementos 
defectuosos se contienen en Y. 

El juego de conjuntos Y, (i = 1,2, ..... N) se llama plan de experimen- 
tos. Partiendo de los resultados de N experimentos se necesita hallar 
univocamente todos los s elementos defectuosos, con la particularidad de 
que en la elección de Y; € X (1 = 1,2, ..., N) pueden imponerse algunas 
restricciones. 

Resulta natural dividir el problema de planificación de los experimentos 
en dos clases. A la primera clase se refiere la planificación estática, donde 
la clección del ¡esimo conjunto Y, no depende de los resultados de los 
¡— 1 experimentos anteriores. La segunda clase es la planificación 
sucesiva, donde los resultados de las comprobaciones anteriores influyen 
en el planteamiento del experimento de turno. Veamos primeramente el pro- 
blema de búsqueda de un elemento defectuoso. 

Sea s = 1, es decir, entre los elementos del conjunto X = (Xi, .. ss Xm} 
hay exactamente un elemento defectuoso. Supongamos, además, que está 
prefijado el plan estático de los experimentos, es decir, el juego de conjun- 
tos Y; S X, i = 1, . . „ N. Basándose en dicho juego se construye la matriz 
A = lay] de dimensión N x n: 


is 1, si GE Yi, 
U= lo siggi (U<js<mi<i<n). 


A la inversa, a base de esta matriz se restablecen univocamente los con- 
juntos Y; (i= 1, 2, . q N). 

Lema 1. Seas = 1. Los experimentos construidos con arreglo a la matriz 
A = |ay| restablecen univocamente el elemento defectuoso cuando y sólo 
cuando todas las columnas de la matriz A son diferentes. 

Demostración. Supongamos que en la matriz A la k-ésima columna es 
igual a la columna /ésima. En este caso no podremos distinguir cuál de 
los elementos es defectuoso: xx Ó xı, puesto que dichos elementos o bien 


210 


pertenecen simultáneamente al conjunto Ym (1 < m < N), o bien no lo 
pertenecen, razón por la cual todas las columnas de la matriz A han de 
ser diferentes. 

Al contrario, sea e, el resultado de la ¡-ésima comprobación, es decir, 
es = 1, si el elemento defectuoso pertenece al conjunto Yi del plan de ex- 
perimentos construido a base de la matriz A = fayl, y & = 0, en el caso 
contrario. Así pues, realizadas N comprobaciones, obtendremos un vector 
de resultados ë = (e;, ez, ....., en)” (T cs una operación de transposición). 
Si el elemento xx es defectuoso, entonces £ coincide con la k-ésima columna 
de la matriz A = [a,]. Por consiguiente, si todas las columnas de la matriz 
A son distintas, entonces partiendo del vector de los resultados 
restableceremos univocamente el elemento defectuoso. La demostración 
está terminada. 

Así pues, el problema de planificación estática consiste en hallar la 
matriz A, compuesta de ceros y unidades, tal que todas las n columnas 
suyas sean distintas dos a dos y el número de filas, mínimo. Este número 
se denotará con Nip. 

Teorema 5. En el caso de un elemento defectuoso 

Ney = logan [. 

Demostración. Si todas las n columnas de una (0, 1)-matriz A, com- 
puesta de N filas, son distintas dos a dos, entonces su cantidad no 
sobrepasa la cantidad de todas las palabras binarias de longitud N, es decir, 
n < 2%. Teniendo presente que N es un número entero y suponiendo 
N = Ni, obtendremos: NS, > ] logan |. 

La validez de la desigualdad recíproca se deduce de que la (0, 1)-mai 
cuyas columnas representan la notación de los números naturales 1, 2, ...., 
1 en el sistema binario de numeración, contiene ] logz n [ filas. El teorema 
queda demostrado. 

Analicemos ahora un caso en que se trata de dos clementos defectuosos. 
i para s = 1 tenemos la fórmula exacta de Nxp, entonces cuando s = 2, 
las estimaciones superior e inferior obtenidas no coinciden. Ya en este caso 
se manifiestan dificultades de los problemas de búsqueda en la planifica- 
ción del experimento para s grandes, 

Al igual que para s = 1, al plan estático corresponderá univocamente 
una matriz A = layl. 

En el modelo lineal de la planificación estática obtendremos, como 
resultado del ¿-ésimo experimento, una información referente al número de 
elementos defectuosos que están contenidos en el conjunto Y;. De este 
modo, el vector de los resultados será una palabra de longitud N sobre 
el alfabeto (0, 1, 2). 

Lema 2. Una matriz A = lay] es el plan estático para s = 2, es deci 
restablece univocamente el par de elementos defectuosos cuando y sólo 
cuando son diferentes todas las sumas de columnas suyas tomadas de dos 
en dos. 
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Las sumas de las columnas se entienden como sumas tomadas por com- 
ponentes, mientras que la sumación será habitual: 


0+0=0,0+1=1+0=1,14+1=2 


La demostración del lema 2 es igual a la del lema 1. La única diferencia 

consiste en que esta vez el vector de los resultados es una suma de las colum- 

nas +ésima y Gésima, si (xn x5) es el par de elementos defectuosos. 
Teorema 6. En el caso de dos elementos defectuosos 


Nas > we (3) o 


Demostración. Supongamos que la (0, 1)-matriz A es de tal género que 
todas las sumas de las columnas suyas tomadas de dos en dos son diferen- 


n 
tes. Por cuanto se pueden comparar en total ) sumas de las columnas 


2 
tomadas de dos en dos y cada una de dicha suma es una palabra de longitud 
N sobre el alfabeto (0, t, 2}, donde A es el número de filas en A, entonces 
resulta válida la desigualdad 

(6) <3" 


Al poner N = Nix, obtendremos la afirmación del teorema. 

En adelante demostraremos una estimación más fuerte para Nérp, y por 
ahora pasaremos a las estimaciones superiores para NEp. 

Con el fin de obtener estimaciones superiores hagamos uso del método 
de construcción aleatoria de la matriz del plan estático. Supongamos que 
la matriz A = Jay] está construida del modo siguiente: 


Píay=1] =p>0, Play=0) =9>0,p+gq=1; 
ü=l, a Njah.. n) 


y que todas las magnitudes aleatorias ay son independientes en su totalidad. 

Veamos un vector columna 2 = (21, 2a)” de longitud n, compuesto 
de 2 unidades y n — 2 ceros. Este vector se denominará vector de des- 
arreglo. En términos de los vectores de desarreglo cl lema 2 puede enunciar- 
se del modo siguiente. 

Lema 2”. La matriz A = Jay] es el plan estático, cuando y sólo cuando 
para cualquier par de diferentes vectores de desarreglo Z y Y se verifica la 
desigualdad: AZ % AŬ. 

La matriz A se multiplica por el vector de un modo habitual. 

Veamos dos vectores de desarreglo 7 y 7 tales que ambas unidades det 
vector Z y las unidades del vector Y ocupan cuatro posiciones diferentes. 
Calculemos la probabilidad de que AZ = A7. Calculemos con anterioridad 
cuál es la probabilidad de que las ¿ésimas componentes de las columnas 
AZ y AU sean iguales (i = 1, .. „ N)- 


212 


Revisando todos los casos posibles, obtenemos 
PAD): = (4D) =p + apa? q. 


Por cuanto los elementos de la matriz son magnitudes aleatorias indepen- 
dientes, entonces 


PAZ = AŬ) = (0 +4pr + qn. 
Veamos ahora un par de vectores de desarreglo i y W, en los cuales una 
componente unitaria coincide, y las segundas son diferentes. Por analogía 
con el primer caso obtendremos 
piAÑ = AÑ) = (p? + q". 
Estimemos ahora la probabilidad de existencia de los vectores Z y & tales 
que AZ; = Az: 

Paz, de AÑ = AÑ) < Mio + pt + q)" + Map? Y, 
donde M, es el número de pares de vectores de primer tipo, y Ma, el número 
de pares de vectores de segundo tipo. 

Los razonamientos combinatorios sencillos conducen a las siguientes 


igualdades: 
M= (a) M: EO 
De este modo, 
PE, B45 = A8) <a (4) t apa ga (er ar. 


Supongamos que para ciertos p y q (P, q > 0, p + q = 1) el número 
Ñ = Ñn) es tal que 


(3) W + apa? + qa + (5) ESA 2) 


De esto se deducirá que con la probabilidad superior a cero existe una 
matriz A de dimensión Ñ x n, para la cual la desigualdad 


ATA AŬ 


se verifica para cualesquiera dos diferentes vectores de desarreglo Z y D. 
Así pues, la matriz A corresponderá al plan estático. 

Por consiguiente, Nós, < N. 

Como probabilidades p y q podemos elegir cualesquiera números no 
negativos tales que p + q = 1. Sin embargo, resulta más ventajoso tomar 
tales p y q con los que expresiones p* + 4p7g? + q! y p? + q? sean 
las más pequeñas posibles. Las búsquedas no complejas de los valores extre- 
males conducen a los siguientes resultados: 


mín (0 + ape += y se consigue para p =q 
Pe 
Pio 


min (p?+g)=L y se consigue para p=q=! . 
Pazo, z $ 
a 


Pongamos, por eso, p =q =} y reescribamos la relación (2): 


GOA 


Si se verifican simultáncamente dos desigualdades: 
ai 
3 
OJOS 
IN HINA: ad 
OQ o 


la desigualdad (3) también se cumplirá. No es dificil comprobar que las 
desigualdades (4) son válidas para Ñ = ] 3 logz n | . De este modo, hemos 
demostrado el teorema siguiente. 

Teorema 7. En el caso de dos clementos defectuosos 


NEp < l3 logan [. 


Observación. El resultado aducido se ha obtenido de una manera que 
no puede considerarse constructiva, pues no hemos construido una matriz 
concreta del plan estático de dimensión | 3 loga» | x n, sino que sólo de- 
mostramos la existencia de la misma. 

Ha de notarse, sin embargo, que en dicho problema la victoria queda 
por cl lado de los “constructivistas”. El plan estático con el número de 
filas 2-] logan [ (véase [83)), construido con ayuda de los códigos de Bose 
nos da la siguiente estimación 


NE < 2] logan |. 

No obstante, para s grandes de construcción aleatoria de una matriz 
del plan estadístico proporciona resulíados considerablemente mejores que 
el método de los “constructivistas” (véase [84)). 

Empleando métodos análogos podemos obtener también estimaciones 
superiores de la longitud del plan estadístico para el llamado modelo dis- 
yuntivo, en el cual tenemos, como resultado de la ¡-ésima comprobación, 


sólo información referente a la presencia de por lo menos un elemento de 
fectuoso en el conjunto Yy. 


7.3. MÉTODO DE ENTROPÍA 


Este método permite mejorar la estimación (1) obtenida en el teorema 
6. Recordemos previamente la definición y propiedades principales dela 
entropía. 

Sea una distribución finita de las probabilidades 2= (Pr, - -~ pril 
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2 pm=1,p>0,i=),... m. Se denominará entropía de la distribu- 
ción P a la magnitud A(”) = — D pilogz pi. Además, si alguna p; es 


nula, entonces, en lugar de un sumando indeterminado — pa og, se pone 
en la suma el cero (Jo que es natural, puesto que lim xlog:x = 0). 
0 


Examinemos las propiedades principales del concepto introducido. 
Propiedad 1. Se verifica la desigualdad 


HÇ?) > 0, 
donde la igualdad se consigue cuando y sólo cuando una de las probabilida- 


des p; es igual a la unidad, y las demás, a cero. 
Propiedad 2. Se verifica la desigualdad: 


H(7) < logam, (5) 
en la cual la igualdad se consigue cuando y sólo cuando p =... = 
= pm = ln, 

En efecto, 


HÇ) — logam = ida < logre Dala Am ») = 


ia : 
Aquí se ha aprovechado la desigualdad loga x < (x — I)logze, en la cual 
el signo de igualdad se consigue sólo para x = 1. Por consiguiente, la igual- 
dad en (5) tiene lugar cuando y sólo cuando pi =... = Pm = 1/m. 


Veamos la cuestión sobre la entropía de la distribución compleja de 
las probabilidades 4= {py =l, ... ma py>0, 


E py = 1. Formemos dos distribuciones simples de las probabilidades % 
f 


y) 
y 4 del modo siguiente: 


A = IA, pP = P Pin 


aati 


= wP P= X pj <» ma; 
ET 


Está claro que :⁄ y .4 son realmente distribuciones de las probabilidades, 


MA 
ka 


A PS" = 1. La propiedad siguiente se refiere a la relación existente entre 


cs decir, pf? > 0, pf” >0, 


A magnitudes H(2), HEA) y HA). 
Propiedad 3 (subaditividad de la entropía). Se verifica la desigualdad: 


HP) < HEA) + HEA), 


as 


donde el signo de igualdad tiene lugar cuando y sólo cuando las distribu- 
ciones:4 y % son independientes, es decir, para cualesquiera i, j se cumple 
la relación: Py = pip; 
En efecto, HP) — H(%) = HEA) = J palog 
m 


do la desigualdad logz x < (x — Dlogz e, obtenemos para cada término de 
la suma en el segundo miembro la siguiente estimación: 


mn ( Pre ) 
pyloga ? <» 1) loga e, 
y 1082 Pú Mi Pi B2 


con la particularidad de que la igualdad tiene lugar cuando y sólo cuando 
py = pi"-pS?. Por consiguiente, 


HEP) — HA) - HEA) < oge(- Zm AP) =0, 
Gn 


+ Aplican- 


lo que se trataba de demostrar. 

Hemos de notar que la propiedad de subaditividad de la entropía puede 
extenderse con facilidad a un número arbitrario de distribuciones -4, .4, 
She 

Ejemplo. Sea 1 < k < n/2, hp) = —plog2p — (1 — p)log: (1 = p). 

k 


Demostremos que 2 9 a 


io 
O WE 
Hagamos p=k/n. “Tenemos ( F Rag AS 
> 
para m0, sa ki. Por consiguiente, p= (2 CO) 
x iao 
AN! 
(È () <p. Sea ¡E (0, 1), j= “ 
1-0 
o si Djy>k 
la 
mM >g A A 
O Ere 
1-0 m 
i (DP sig=1 
dá A a 0, asi que 


in- 
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Aprovechando la propiedad de subaditividad de la entropía, obtenemos 


loga £ À sr 2 O TOE 


izo 


= HílDi, - -n inl) < 2 Hups i, 


=mh(5) < ahi») (ones que P<p< 4i 


lo que se requeria demostrar. A 

Volvamos al problema de experimentos de rechazo. Examinemos el caso 
de un modelo lincal del plan estático en que se tienen dos clementos 
defectuosos. 


Teorema 8, 
NE) > 0 + ol) logan 
Demostración. Sea un vector columna de desarreglo que contiene dos 


unidades y (n — 2) ceros, y sea € una columna de resultados de los experi- 
mentos, mientras que Á representa una matriz del plan estático. Entonces 


Ë= AÈ 
Introduzcamos en el conjunto N de vectores de desarreglo una distribu- 


ción uniforme:2; P(2) = (7) ”. Siendo la aplicación A: 2 = A(N) biuni- 


n 
2, 
voca, en el conjunto A(N) se induce la distribución uniforme de probabili- 
dades Q 
CA n 
PO- (2) y HO =A) = tor Ji 


Supongamos que en la ¿ésima fila de la matriz A se tienen nib ceros 
y ni unidades, La distribución induce en el conjunto {0, 1, 2}N distribu- 
ciones Q, que se determinan del modo siguiente: 


PP = ple = 0) = B (O a A E 


PP = Ple = 1 (P) RY E Y = h i D 
na (P) E 


Está claro que P® = Y) P(®). Recurriendo a la propiedad de suba- 
ditividad de la entropía, obtenemos: loga E = HQ) < 2 H(Qi). Nos 
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convencemos inmediatamente de que /H(Q) = p(x)-(1 + 0(1), donde 
a 

sp TA. Y a 

= (1 = x} tog: (1 = x}. 

Por cuanto 


A 
eco = (5) =F y DI MO < + oN mix o0, 


xao 


X log1x? — 2x(1 — x)l0g2x (1 — x) = 


entonces 


log: 8 4 
N>— o l + o) = U + ol) logan. 
raon 


El teorema está demostrado. 

Haciendo uso de las ideas análogas (pero en otro lenguaje matemático) 
y aplicando adicionalmente razonamientos combinatorios más finos, 
Lindstróm (85] obtuvo una estimación más fuerte: 


Ni >l + om logan. 


7 


MÉTODO DE BALANCE ALEATORIO 


En los párrafos antecedentes se analizaba el modelo matemático del 
problema de experimentos de rechazo, en el que se necesitaba hallar s ele- 
mentos fijos, pero desconocidos de antemano, en un conjunto X compueste 
de n elementos. Ahora suponemos que a todo elemento x € X se le ha hecho 
corresponder cierto número real w(x), Hamado peso del elemento citado, 
y entre los elementos del conjunto X sólo algunos, que no se conocen de 
antemano y cuya cantidad es igual a s > 2, poseen peso no nulo. Se requiere 
separar estos $ elementos del conjunto X y determinar los pesos de ellos. 
Se permite en cada experimento elegir cierto subconjunto Y E X y determi 
nar la suma de pesos de los elementos pertenecientes a Y (es decir, “ponde- 
rar” los elementos de Y). Hace falta planificar los experimentos de una 
manera tal que a base de sus resultados se puedan determinar los pesos 
wy = w(x) de los elementos, pertenecientes a X Ọ = 1, 2, ... n). 

En lo que sigue nos adheriremos a la siguiente terminología: los pesos 
Wi + « as (ón de los elementos Xi, - . ., Xa Se llamarán factores: el factor wj 
se denominará significativo, si «y # 0. El número s de factores significati- 
vos se supone pequeño en comparación con el número total de factores A. 

Partiendo de la reunión de los subconjuntos Y; EX (í=1,... M 
construyamos una (N X n)-matriz de los experimentos A = lay], donde 
ay = L, siempre que xy € Y,, y ay = 0, en el caso contrario. Así pues, en 


cada ¡-ésimo experimento (i 


«u N) se halla la magnitud e, = Y) ayuy, 
m 
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La matriz de los experimentos A = [ay] se denomina, además, plan de los 
experimentos. El plan ha de satisfacer los siguientes requisitos principales: 
sencillez en la realización y economicidad. El cumplimiento de las condi- 
ciones mencionadas conduce a la necesidad de minimizar el número N de 
experimentos en el plan. 

En el párrafo anterior se ha considerado el caso cuando s = 2 y todos 
los factores significativos son iguales a uno. En cambio, si el número s de 
factores significativos es arbitrario, no será difícil mostrar que para su sep: 
ración unívoca del número total de factores » harán falia no menos de 


a s r i inis 
108» (7) e. Th? log: n experimentos (s < n). L. D. Meshalkin fue cl 


primero en acentuar que los factores significativos son diferentes en la prác- 
tica e, incluso, poseen cierto carácter de inconmensurabilidad (véase [86)). 
Esta circunstancia hace posible construir los planes que permiten determi- 
nar con eficacia dichos factores en el transcurso de log: experimentos, 
lo que es considerablemente inferior a la estimación inferior aduci 

Definición. Los factores w, . . ., un Se laman inconmensurables sobre 


el conjunto A S Z (donde 0 € A), si de la condición 2 uy = 0, donde 
m 


NEA, se deduce que Nuy = 0 para cualesquiera j = 
N = 0 para todos los factores significativos uy. 

El problema planteado se resolverá para A = Z, por el método de balan- 
ce aleatorio. He aquí el esquema que debe seguirse. Se elabora un algorit- 
mo, para el cual de los datos de partida sirve una (0, 1)ematriz A = [ay] 
que contiene N filas y n columnas, y, además, un vector columna é= (er, 
a €n)" ERP (Tes la operación de transposición). Si fa matriz y el vector 
ë poscen ciertas propiedades, las cuales trataremos más abajo, el algoritmo 
elabora el vector &' € R"; de lo contrario el algoritmo na nos da nada, 
Este algoritmo resulta ser de tal índole que de ë = Aŭ se deduce: 8’ = &. 
Se demuestra que para todo $ € JO; 1{ se puede indicar tal número N = Mn, 
s, B) que la matriz A, construida al azar, y el vector € = Ad posean las 
propiedades indispensables con la probabilidad no inferior a 1 ~ f. 

Ha de indicarse que el número s de factores significativos no es obligato- 
riamente conocido de antemano y puede determinarse en el transcurso de 
los experimentos. 

Teorema 9. Supongamos que los factores w + wn son inconmensu- 
rables sobre el conjunto Z, y el plan de los experimentos A = Jay] se cons- 
truye de un modo aleatorio: 


Pla =0] =Play=1)=) 


seu M, es decin 


-aN j= 


apta 


Entonces, si s es el número desconocido de factores significativos, y $, un 
número real, con la particularidad de que 0 < £ < ], entonces para 


N>s + log (n —s + 1) — loga 8 
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podemos determinar, con la probabilidad no inferior a 1 — 8, todos Jos 
factores significativos y su número s. En este caso el error en la determina- 
ción de los factores está excluido. 

Observemos que si el número s de factores significativos no sobrepasa 
cierto número conocido de antemano k; s < k < n, el teorema citado fija 
la frontera para el número de experimentos que han de ser realizados, para 
que el plan aleatorio construido determine los factores significativos con 
una probabilidad no inferior a la prefijada, 

Previamente a la demostración del teorema aduzcamos el siguiente lema 
de L. D. Meshalkin. 

Lema 3. Cualquier plano (dimensional en un espacio real n- 
dimensional (2 < n; I < n) contiene no más de 2! vértices de un cubo 
n-dimensional. 

La demostración se realizará por inducción respecto de n. Cuando 
n = 21 puede igualarse a 1 ó a 2, y la afirmación del lema resulta evidente. 
Supongamos que dicha afirmación ya está demostrada para todos los nú- 
meros n’ < n, donde n > 3. Demostrémosla también para n’ = n. 

Elijamos un sistema de coordenadas en el espacio R” de un modo tal 
que el cubo n-dimensional dado se haga unitario, es decir, que las coordena- 
das de sus vértices scan iguales a 0 ó 1. Está claro que si / = n, cada plano 
I-dimensional puede contener no más de 2' vértices del cubo (número total 
de todos los vértices suyos). Si / = 1, entonces la recta X(() = & + (U- De, 
que pasa por diferentes vértices = (a, ..., da)” y E = (bu + «o» Oa)” (0, 
be 10,1), ¿=1,..., 1), no puede contener ningún otro vértice más. En 
efecto, sea j tal que a # bi. Entonces, x(0) = x1(1), y x(0), x:(1) € (0, 1). 
Por consiguiente, para todos los 1 7 0, 1: 


xdi) = a + bi aht 410, 1). 


Sea ahora / tal que } < / < n. Denotemos R? = [F€ R":xa = i}, i = 0, 
1. Si un plano /-dimensiona) L es paralelo a R$ o a R} y no yace en estos 
últimos, entonces el plano no contiene ningún vértice del cubo. En cambio, 
si L está situado en uno de los hiperplanos Rẹ ó Rf, la afirmación del 
lema se cumplirá por la hipótesis de la inducción. Resta analizar un caso 
en que L interseca ambos hiperplanos. Designemos L; = LOR?, i = 0, 1. 
Está claro que las dimensiones de los planos Lo y La son iguales a ! — l. 
Los vértices del cubo, situados en cada uno de los hiperplanos R? (i = 0, 
1). forman un cubo (1 — 1)-dimensionál y, por consiguiente, por hipótesis 
de la inducción, el plano L; contiene 2'” * tales vértices a lo sumo. Por 
eso, el plano L contiene no más de 27! + 217! = 2! vértices del cubo n- 
dimensional dado, El lema queda demostrado. 

Demostración del teorema 9. Introduzcamos las siguientes designa- 
ciones: & es la j-£sima columna de la matriz A = Jay]; (dj, .. .. 2.) es 
la cápsula lineal de los vectores dj, ..., dj. Diremos que la matriz A y 
el vector ë poseen la propiedad S, si en A existen columnas lincalmente 
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independientes da - . » dj, cuya cápsula lineal no contiene ninguna otra 
columna y el sistema de ecuaciones 


E= dx (6) 
A 
tiene una única solución. Si la matriz A y el vector ë poseen la propiedad 
S, entonces, al resolver el sistema (6), formamos un vector 3” = (wf, . 
w4)", haciendo 


aj En i=jlr=1,... m). 
15 LO para Já «+ ¿ml 


donde (Xi, ..., X) es la solución del sistema (6). Observemos que si el 
juego de números de las columnas ji, ....., jm en la propiedad S se define 
de una manera no univoca, entonces puede clegirse arbitrariamente. Por 
consiguiente, el vector construido 3” es precisamente vector buscado &, 
si 8 = AS. Para demostrar esto, basta comprobar que los números de todos 
los factores significativos «y pertenecen al conjunto (ji, . . ., jm). En efecto, 
si esto no es así, se encontraría un juego (a, . , 01) de números de las 
columnas que no está integramente contenido en el conjunto citado y que 
satisface el sistema de ecuaciones: e 


Y Qui 


, Wm Son todos factores significativos. 
Veamos un sistema de ecuaciones 


m 1 

Däx- Y 

A ri 
con las incógnitas Xi, . . n Xm Jı » Ji. De la definición de la propiedad 
S y de la elección del juego (1, .-., 01) lji, +. + jm] se deduce que 
el rango del sistema no es inferior a m + 1. Por consiguiente, haciendo 
uso dei procedimiento de Gauss, podemos excluir de dicho sistema de ecua- 


lar = 0 0) 


ciones las variables Xi, . . ., Xm y obtener por lo menos una ecuación que 
contenga sólo las variables y. (7 = 1, .. a M: 
i i 
O= Hoy X bO 0 (8) 
A 


Los coeficientes de las incógnitas en el sistema (7) cran enteros, razón por 
la cual pueden considerarse enteros también los coeficientes b, en (8). El 
sistema de ecuaciones (7) tiene la solución: x% =, r=1, ... Mm; 
Y= was r=1l,..., l Por eso, el juego Was - - ., Wa, forma la solución 
de la ecuación (8), lo que contradice la condición de inconmesurabilidad 
de los factores significativos Oes .--, Wee 

Se ha mostrado, pues, que si la matriz 4 y el vector € poscen la pro- 
piedad S, entonces el vector desconocido & queda univocamente definido. 
Estimemos la probabilidad P de que construyendo al azar un plan con el 
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número de experimentos igual a N > s + loga(a — s + 1) — loga f, el par 
(A, e) poseerá la propiedad S, donde E = 45. 
Designemos mediante jı, . . .. j los números desconocidos de los fac- 
tores significativos. Estudiemos los sucesos: 
X= [dim L(á, d)=s), 
Y = 144106, jo << dele 
Y= N XZ=XNX 


Hunda 
Está claro que la aparición del suceso Z lleva consigo el que el par (4, 
ê), donde ë= A, posce la propiedad $. Por consiguiente, P > P(Z). 
Estimemos la probabilidad del suceso Z. Tenemos 
PIZ) = PXA Y) = PPOO. 
Ciertos razonamientos combinatorios no complejos con la aplicación del 
lema 3 nos conducen a una desigualdad 
RAK SEATI, 
Para poder estimar la probabilidad del suceso X analicemos los 
siguientes sucesos: 
Xi = dim Lē) 
X-i 


= [dim/(d,, &) = 2}, 


A f Län D + a 


Al hacer uso del lema 3, no es dificil notar que 
PX = 1270, AR XD S12 N rans L 
Por eso, P(X) = poo TI PIRAX) > T (i 20051 - 


para s > 2. La demostración de la última desigualdad en esta cadena puede 
fácilmente obtenerse por inducción respecto de s. Asi pues, P(Z) > (1 — 
= 27M > 1 (n — s + 1327 %** para N>s, puesto que para 
0 < æ < 1 es válida la desigualdad: (1 — a)" > 1 — mer. Por consiguiente, 
para N>s+loga(n—s ++ 1)-log8 se verifica la desigualdad: 
P(2)>1- (n = s+ 127 %**> 1 — 8, lo que finaliza la demostración 
del teorema. 

M. B. Maljútov y M. S. Pinsker [87] han estudiado el problema aducido 
para las condiciones más gencrales, cuando los factores wi, +... Wn Se 
suponen inconmensurables sobre el conjunto A = (1, 0, 1) (los ex- 
perimentos se realizan en este caso no de un modo aleatorio, sino 
sucesivamente, o sea, tomando en consideración los resultados anteriores. 
Con ellos se ha demostrado el teorema siguiente. 

Teorema 10, Supongamos que los factores w, 
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wn son inconmen- 


surables sobre el conjunto A = | —1, 0, 13; y sca s un número desconocido 
de factores significativos. Existe, entonces, un método no aleatorio de 
realizar los experimentos que permite determinar ciertamente todos los fac- 
tores en el transcurso de no más de s logzs + logan experimentos. El 
número s se halla en este caso en el proceso de los experimentos. 
Demostración. Con ayuda del primer experimento determinamos 


e = Y) uy. Los experimentos ulteriores se realizan de un modo inductivo. 
i 


Supongamos que tras cierta cantidad de experimentos el conjunto de todos 
los factores haya resultado partido en rm + | subconjuntos C”, ¡=0, 1, 
++ ha (LS Fm S 5), con la particularidad de que G3’ no contiene factores 
significativos, mientras que todos los G?" restantes contienen cada uno por 


lo menos un factor significativo, y se conocen las sumas o? = Y w, 


conjuntos GP (i=1, 
Gr = GRUG, CHANG 
aS E o siecf È 

isi 46a i= 
la condición de inconmensurabilidad de los factores, llegamos a la conclu- 
sión de que cada uno de los subconjuntos Gr contiene sólo factores 


insignificativos. Entonces, al elegir GP *!= Giy atio(=t,. 


edi ta, OJO a Ú az) var", donde 


a, 


fm) en partes aproximadamente iguales; 
Ø. |G] - |G!| < 1, y ballaremos la suma 


fe, € 10, n}, entonces, haciendo uso de 


(c: + 1) mod 2,, 


continuaremos los experimentos según el esquema citado hasta que queden 
determinados todos los factores significativos, es decir, hasta que fm no 


se haga igual a s, y cada uno de los subconjuntos G/'no se componga de 


un único factor significativo. En cambio, si e€ { $ coite; € (0, o}, 


en 


tendremos que realizar un ciclo de experimentos para determinar las sumus 
Eoy de los factores significativos en todas las mitades G, 
Ka 
Tmi € = 0, 1. Con este fin realicemos un experimento y determi- 
hal 
nemos la suma $ 0%. Aclaremos si dicha suma pertenece al conjunto 
dl 


irra 
{ 2, &iof"lc € 10, 5). Si la respuesta resulta positiva, llegamos a una 


A 

e m 

conclusión de que cada uno de los subconjuntos G,» i= 1, [4] 

contiene sólo factores insignificativos. De lo contrario, realizamos un expe- 
varal 


rimento más y determinamos la suma 2) o, etc. Indiquemos que en este 
pa 
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caso las sumas complementarias, tales como Yi o%, se determinan 
imt 


automáticamente y en adelante han de tratarse análogamente, dividiendo, 

si es necesario, el conjunto en el que viene definido el índice de sumación, 

aproximadamente por la mitad. Así pues, como resultado de tal ciclo de 

experimentos, determinamos todas las sumas g= E» iml,.... 1 
K 


£=0, 1, y aclaramos cuáles de los subconjuntos G7 se componen in- 
tegramente sólo de los factores significativos. Al relacionar todos estos sub- 
conjuntos, junto con los subconjuntos Gg, al subconjunto Gg'** y al 
reenumerar todos los subconjuntos nuevamente mediante los símbolos 
GP... GHA? donde Fin +1 > fm, llegamos a la misma situación que 
teníamos al principio de nuestros razonamientos, 

Estimemos el número de experimentos del plan construido 
sucesivamente, No es difícil notar que en cada ciclo el número de ex- 
perimentos no sobrepasa de (1,1 — fmX(1 + l0g27m). Cada uno de los 
demás experimentos que no integran los ciclos disminuye cl número de fac- 
lores, que se supone son significativos, en dos veces (con una corrección 
evidente por el hecho de que este número puede no dividirse por 2). Por 
consiguiente, el número total N de experimentos del plan no sobrepasa 
slogas + login 

NS 1 +logn+ D (msi m)l + 1082 5m) S 1 + 


+ logan+ Y E (+log)=1+logn+ Š (+ 


+ logad) (puesto que lr < 


Si m1 po s). 


Por consiguiente, 


eN s 
N< s+ logan + X logi <s + logan + | logaxdx < slogs + logn 
a i 


El teorema queda demostrado. 


7.5. SISTEMAS SEPARADORES DE SUBCONJUNTOS 


Recordemos que el sistema de subconjuntos (Yi, Yz, ..., Yw) de ua 
conjunto finito Y lleva el nombre de sistema separador, si en él para cuales- 
quiera dos elementos distintos de X existe Y, (L < i < N) que contiene un 
solo elemento de los dos mencionados (véase $ 1.5). Pongamos n = |X]. 
En este párrafo se analiza el problema de buscar un sistema de separación 
minimo, es decir, un sistema compuesto de un número mínimo posible 
N = Nn, k) de subconjuntos, a condición de que cada subconjunto con- 
tiene exactamente k elementos. Nos será de interés también un sistema 
separador mínimo, cada subconjunto del cual se compone de no más k 
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elementos. La cantidad de subconjuntos de tal sistema la designamos con 
N (a, SK). 

Al concepto de sistema separador llevan algunos problemas de 
planificación de los experimentos de rechazo (véase $ 7,2). Supongamos 
que en nuestra disposición se tiene una balanza analítica, con ayuda de 
Ja cual se pueden determinar los pesos de los subconjuntos del conjunto 
X, que contiene n monedas. Se conoce que en el proceso de un solo ex- 
perimento pueden pesarse simultáneamente no más de k monedas. Todas 
Jas monedas de X son iguales, a excepción de una moneda que es falsa 
y difiere de las demás por el peso. Se requiere ofrecer un algoritmo estático 
de la búsqueda, que en un número mínimo posible de experimentos revele 
la moneda falsa. 

Convengamos en considerar, para mayor precisión, que los pesos de las 
monedas auténticas son iguales a 0, y el de la moneda falsa, a la unidad. 
Supongamos que en el ¡-ésimo experimento (f= 1, . . „ N) se determina 
el peso sumario de los subconjuntos de monedas Y; S X, [Yi] < k. Está 
claro que el sistema f Yr, . .., Yw) de los subconjuntos de X representa 
la estrategia estática de la búsqueda, si y sólo si este sistema es separador. 
EJ problema se ha reducido, pues, a la construcción de un sistema separador 
mínimo, cada subconjunto del cual contiene no más de k elementos. 

Designaremos con un mismo símbolo xy la j-ésima moneda y el peso 
dela misma; j = 1,..., 1. Igual que antes, construyamos, a base del juego 
de subconjuntos { Yi, ..., Yw), una (N x n)-matriz de los experimentos 
A = |a, al hacer ay=1, si x€ Y, y ay=0, en el caso contrario, 
Observemos que cada fila de la matriz A contiene no más de X unidades, 
con la particularidad de que el sistema (Yi, -.., Yn} es separador, si y 
sólo si todas las columnas de la matriz A son diferentes, Tal (0, 1)-matriz 
A Sleva el nombre de F(a, <k)-plan. En este caso, si todas las filas de 
A contienen exactamente k unidades, la matriz A se denomina F(n, k)-plan. 
No es difícil ver que las cantidades mínimas de filas en F(n, K) y, correspon- 
dientemente, en F(», <k)-plan son iguales a Nọ”, k) y N(n, <k). he 

Procedamos a estudiar estas magnitudes y construir los planes” 
correspondientes. 

Teorema 11, Son válidas las siguientes afirmaciones: 


1) Ma, K) = Nat, n — k), 
2) NU, k) = Nín, <k) para n > 2k. 


Demostració vatidez de la primera afirmación se deduce de que 
todo Eu, k)-plan se transforma, por inversión de O y 1, en F(n, n — k)-plan. 
Demostremos 2). Por cuanto todo (a, k)-plan es, a la vez, el F(n, <k)- 
plan, entonces N(n, <k) < N(n, k). La desigualdad inversa para n > 2k 
se deduce del algoritmo que convierte el F(x, <k)-plan en F(n, k)-plan. 
En efecto, veamos una fila arbitraria del F(1, <k)-plan y denotemos con 
m cl número de unidades en ella. Consideremos las columnas del plan que 
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en la fila elegida contienen cero. Está claro que entre estas n — m columnas 
pueden elegirse no menos de (1 — m) — m = n — 2m tales columnas que 
la sustitución en cllas del elemento nulo destacado por la unidad conserve 
intacta la propiedad de distinguibilidad de las columnas del plan. 
Aprovechando esta circunstancia, completemos en cada fila el número de 


unidades del F(n, <k)-plan que faltan para obtener k unidades y, de este 
modo, transformémoslo en A(n, k)-plan. 
Los resultados de los siguientes dos teoremas los obtuvo cl matemático 
húngaro Katona [37]. 
Teorema 12, 
Zn — 1) An = 1) 
Na, <k) < aa EE i 
a o N ESE % 
Demostración, Por definición del Fín, <k)-plan, la cantidad total de 
unidades en el plan no sobrepasa de NX. Sea m el número de columnas 
del plan que contienen / ynidades. Por cuanto s < 1, m < N, tenemos 
Nk > Ema m +2 3m = m + 20 = m = no) > Ån — 1) — N, 
o 
de donde se desprende precisamente la estimación inferior, Para demostrar 
la estimación superior, pongamos N= máx 8 e = x) y 
mostremos que existe un F(1, <k)-plan de dimensión Nx n. 
Examinaremos diferentes columnas binarias de altura N. Dos columnas 
de este género, 7 = (a, ..., 0N-1) y O= (bo, ..., On-1)” se llamarán 
cel si as = bi s moun Para cierto j natural y para todo į = 0, 
— 1. El conjunto de todas las columnas se divide en clases de equivalen- 
cia con relación a la semejanza. Está claro que la potencia de cada clase 
de este género será un divisor del número N. Cualesquiera dos columnas 
semejantes contienen un número igual de unidades. Una matriz compuesta 


por todas las columnas de una misma clase de equivalencia se denominará 
bloque, 


Veamos un bloque de dimensión N x N, generado por una columna 
cuyos primeros m < N lugares están ocupados por unidades, y los demás 
lugares, por ceros. No es dificil notar que para cualquier número natural 
r, 0 <r < N, pueden clegirse r columnas de este bloque de un modo (al 
que el número de unidades en cualesquiera dos fitas de la matriz, formada 
por dichas columnas, se diferenciará no más que cn 1. La matriz formada 
por las citadas r columnas se denominará bloque incompleto. 

El F(n, <X)-plan se construirá ahora del modo siguiente. Contiene una 
columna compuesta sólo por ceros y N columnas, cada una de las cuales 
contiene un solo elemento unidad. Las demás columnas contienen cada 
una dos elementos unidad. Estos se disponen en el plan en bloques. El 
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último bloque puede ser incompleto. La cantidad total de columnas que 
contienen no más de dos unidades no es inferior a n: 
NMN-D_ A+ An—1) k+l 
14N+ E i > FT 7 
Por consiguiente, al construir e) a podemos en realidad servirnos sólo 
de tales columnas. En el plan construido la cantidad de unidades en cada 
fila no es superior a k. Efectivamente, la cantidad total de unidades en 
el plan es igual a 2n — N — 2. Por cuanto la cantidad de unidades en 
cualesquiera dos filas se rencia no más que en 1, cada fila, entonces, 
An—1)-N 
TON 


-=n 


contiene no más de 


< k unidades. El teorema está 


demostrado. 
Corolario. N(n, k) = ] 


CE 


Teorema 13. Se verifica la siguiente desigualdad: 
logan 

hikin) 
donde h(p) = -p loga p — (1 — p) log: (1 — p). 

Demostración. Hagamos uso de la propiedad de subaditividad de la 
entropía para obtener la estimación inferior de la magnitud N(n, K). 
Supongamos que la (N x n)-matriz A = lay], donde N = N(n, k), ay € 10, 
1}, es el F(n, k)-plan. En este caso A aplica el conjunto 8) de todas las 
sucesiones de longitud 7, que se componen de una sola unidad y ceros, 
biunivocamente sobre cierto subconjunto del conjunto By de todas las (0, 
1)-sucesiones de longitud N: 


E= AR X= (Xi, -o Xa)” E€ Bà, E = (01, -a en € Bn. 


Nut, k) > 


Introduzcamos sobre cl conjunto Bj una distribución uniforme 9: 
P(%) = 1/n, € B}. Debido a ello, sobre el conjunto A(BÍ) E By se induce 
una distribución uniforme que se designará con la misma letra 2: 
P(É) = 1/n, donde €€ A(B!). La entropia H() de distribución de las pro- 
babilidades es igual, como es fácil de notar, a logan. Por otra parte, 
la distribución de las probabilidades Yen A(B!) forma N distribuciones 
simples de probabilidades .⁄, definidas sobre las coordenadas de los vec- 
tores de By: Pla = 1] = k/n, Ple =01 = 1 — k/n, i= N. Al 
calcular las últimas probabilidades se ha utilizado el hecho de que cada 
fila de la matriz A contiene exactamente K unidades. Al aplicar la propiedad 


de subaditividad de la entropía, obtenemos: logan = H(®) < z HA )= 


= Nip), donde p = k/n, hi9) = -p lomp — (1 — p)loga(l — p) es la 
<N= Ma, k). 


entropía de Shennon. Por consiguiente, -282 
pía de Shennon. Por consiguiente, gay" 
is 21 


Corolario. Sea n= œ, k= k(n) = ]pn|, donde el número p no 
depende de n, y 0 < p < 1/2. Entonces resulta válida la siguiente fórmula 
asintótica: 
logan 
N(n, k) = = 

(n, k) HO 


(1 + o(1)). 


Demostración. Construyamos un F(n, k)-plan concreto de longitud 
N= e (1 + o(1)). Por cuanto cada F(N, <k)-plan puede ser trans- 
formado, para n > 2k, en un 71, k}-plan de la misma longitud será sufi- 


ciente construir el correspondiente F(», <Kk)-plan. Elijamos N mínimo na- 
tural, para el cual se verifica la desigualdad 6 Hi > n, Hallando por 


logaritmos esta desigualdad y empleando la fórmula de Stirling para los 
factoriales, no es difícil de concluir que para tal X es lícita la fórmula asin- 

¡car Ne J082% 
tótica: N A) 
nas de altura N, cada una de las cuales contiene exactamente [PN} 
unidades. Las columnas en el plan se disponen por bloques, empleando 
en caso de necesidad al final el bloque incompleto. Merced a tal disposición 
se asegura la diferencia entre el número de unidades en las filas del plan 


{t + o(1)). El plan se construye a partir de las colum- 


en no más de 1. La desigualdad (ias) naa is conan 


el plan nos será suficiente la reserva de columnas, con la cantidad de unida- 
des indicada en cada una de ellas. Por cuanto la parte de las unidades en 
cada columna del plan no es superior a p, mientras que la cantidad de 
unidades en cualesquiera dos filas se diferencia en no más de 1, cada fila 
contiene no más de k = ] pn [ unidades, es decir, dicho plan es realmente 
Fía, >Kk)--plan. El teorema queda así demostrado. 

Aduzcamos una estimación superior para la magnitud N(7, <k), la 
cual es próxima a la estimación inferior obtenida en el teorema anterior 
por el método de entropía (véase [88 y 89). Observemos que es un tanto 
mejor que la estimación superior de Katona de [37]. 

Teorema 14, Se verifica la desigualdad 


k 
Nin, <n< | e. MN 5l | 
log y 
La demostración está basada en la construcción del Mn, <k)-plan, 
partiendo del código binario de Rademajer. Así llamaremos una (0, 1). 
matriz de dimensión | logan [ x n, cuyas columnas son todas diferentes. 


Para obtener algún código de Rademajer es suficiente tomar una potencia 
del número 2, la más próxima a n superiormente, y, al elegir cualesquiera 
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n números inferiores a la citada potencia, escribirlos en columnas conforme 
al sistema de numeración con base 2. 

Sea n = 3. Construyamos para este caso todos los códigos de Radema- 
jer equivalentes con una exactitud de hasta una permutación de las 
columnas: 


001 001 011 101 
010 011 001 011 
Nos hará falta la siguiente identidad sencilla, válida para cualquier 


número real x y natural 7: 


(E-J 


Demostración del teorema. Scan R = R(k) un código arbitrario de 
Rademajer de longitud k, /, un número natural y So, ... S- 1, NÚMEros 
arbitrarios del conjunto [0, 1}. Partiendo de R, construyamos otro código 
de Rademajer Ra, ... del modo siguiente. Tomemos cada fila con 
número ¿€ (1, + | logzk | ] y sustituyamos en clla cada número /€ (0, 
1] por el número (Y + Su- 1ymoa:)mod 2. 

Escribamos arbitrariamente uno tras otro todos los 2' códigos R, 
+ + «+ St- 1 Y Obtendremos una matriz M de dimensión ] logzk [ x 2'k. Esta 
matriz se divide en do = | 17 '|log24 [ [ = ]17*log2k [ submatrices Ma, 
» Mo (véase (9). Las submatrices Mh están formadas, para A z No, 
de la matriz M con los números į = AA — 1) + 1, (A 1) +2, 
<= IA. La submalriz Ma, está formada por las filas con los números 
i= An = 1) +1, (Q0- 1)+2,..., |logzk [ y puede tener menos de 7 
filas. 

No es difícil notar que cualquier submatriz M, contiene, para A p£ No, 
cada una de las 2' columnas binarias de altura / exactamente k veces. 
Designemos el número de filas de la submatriz Ma, con 7. Análogamente, 
Ma, contiene cada una de las 2” columnas binarias de altura 7 exac- 
tamente 2'7”.k veces. 

Denotemos con L, una matriz compuesta de k columnas iguales de 
altura £ que representa una notación en columna del número y € (0, 1, ..., 
2'— 1) con arreglo al sistema binario de numeración. Escribamos 
sucesivamente, una tras otra, todas las 2" matrices La; designemos con Mo 
la matriz obtenida. Agreguemos superiormente a la matriz M la matriz 
Ma y designemos con M el resultado. 

La matriz M contiene £ + |logzk[ filas y 2'-k columnas que son 
distintas dos a dos. Por consiguiente M es el código de Rademajer. 

La demostración del teorema se basa en la construcción de un F(t, 
<k)-plan, partiendo del código M, donde el número natural £ se determina 
univocamente de la condición 2'7' < n/k < 2. Para cada À = 0, . . ., ho — 
= | construyamos la matriz Mi compuesta de n columnas de altura 
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n 
F T = 1. En cada columna todos los elementos son nulos, a excep- 


ción, quizás, de un elemento igual a 1, y en Mí cada columna no nula 
figura no más de k veces. En este caso dos columnas en Mx son iguales 
cuando y sólo cuando lo son las columnas con los números correspon- 
dientes en Ma. Observemos que mediante dichas propiedades la matriz M” 
se define no unívocamente. Para nosotros tiene importancia el hecho de 
que tal matriz siempre existe. Está claro que cada fila de Mx contiene no 
más de k unidades. 

De un modo análogo construyamos la matriz Mx. Esta consta de n 
columnas de altura | g = 27". Cada una de estas columnas es 
o bien íntegramente nula, o bien contiene una sola unidad. Cada columna 
no nula figura en Mi, no más de k veces, mientras que la columna nula, 
no más de 2'7*-k veces. Las columnas en M5, se disponen de un modo 
tal que de la condición de igualdad de dos columnas en My, se deduce 
la igualdad de las columnas correspondientes en Mý.. Cada fila de Mx, 
contiene también no más de k unidades. 

Escribamos sucesivamente, una debajo de la otra, las matrices Mó, Mí, 
+ +» Mí, y designemos el resultado con M’. Todas las columnas en M’, 
y, por tanto, en M’ son distintas de dos en dos. Cada fila de M” contiene 
k unidades a lo sumo. Por consiguiente, AY” es un POr, <k)-plan. 
Estimemos su longitud N: 


el 13-918] Jonas 
«119-132 [(14[ 9. 
IA 


logg 77 loe 


El teorema está demostrado. 
llustremos la construcción del P(n, <k)-plan con un ejemplo en que 


n =20 y k= 5. Tenemos: t 


log | = 2. Veamos el código de 
Rademajer R de longitud 5: 
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Determinemos Roo, Ros, Rio, Rus, Lo, La, La, Ly: 


Las construcciones ulteriores del código M y del F(20, 5)-plan se ven 
del dingrama siguiente. 
i Código M: 

„00000 00000 11111 11111 
"00000 11141 00000 111114 
Mi 11100 #1100 00011 00011 
“| noo oooi 11010 00101 
Mz: 10O 10110 01001 00101 


Mo: 


FQO, S)-plan 


1111} 00000 00000 00000 
Má 00000 11111 00000 00000 
00000 00000 t111t1 00000 
11000 00100 00010 00001 
Mi 00100 11000 00001 00010 
00010 00001 11000 00100 


10110 10100 00000 00000 
00000 00010 01001 01001 


De los teoremas 13 y 14 se deduce un 
Corolari n= «o, k = k(n) = o(n). En este caso es válida la fór- 


mula asintótic: 


va [ 


Ma, 4) 0982 op. 
k log: Y 
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